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Crf.Kiint liisiüpUnn« Unti tardfqur, p^r 
tarios erroret »ro perwnitur ad teritatem. 
Omnia praeparata tue dtbemi eHuhmo 4f 
mtMmoJäbur* ad itttroitum verilatü wowm. 
Jim Uht «Klo temporit momento, dinina 

G. 0. J. iMoU. 



ObwoU das naeMolgende Register Aber den Inhalt des Yorliegenden 
Werkes hinlSngliche Auskunft geben wird, so dürfte es dennoch an- 
gemessen sein, die eigentliche Tendenz meiner Arbeit hier in Eflize 
daizuleg^*). 

Von den sogenannten elektrischen Kräften sind bis jetzt vorznpfs- 
weise studirt worden die elektrostatischen und elektrodyna iii i- 
scheij. Letztere zerfallen ihrerseits von Neuem in zwei Kategorien, 
nämlich in die von Ampere entdeckten ponderoniotorischen und 
in die von Faradav entdeckten eleki romotorisclH'u Kräfte. 

Die für diese ponderomotorisclien und elektromotorischen Kräfte 
bisher aufgestellten Gesetze beziehen sich theils auf gleichförmige 
elektrische Stromringe, theils auf einzelne Stromelemente, und sind 
demgemäss in Integral- und Elementar-Gesetze einzutheüeu. Im 
rian/en werden yier solche Gesetze zu nennen sein, von denen zwei 
(Ä,) und (ff.) den von Ampere Entdeckten ponderomotorischen Kräften 
entsprechen, während die beiden andern (F,) und (qp.) auf die Yon 
Faraday entdeckten elektromotorischen Kräfte Bezug haben. 

*) Einen kurseii Abrin über den Gang und die Besultate meiner Unter- 
suchungen habe ich übrigens bereits im vergangenen lahre (rcben. Vergl. die 
Ber. d. Kgl. Sächsisch. Ges. d. Wisa. vom 3. August 1872, und ferner die Mathem. 
Annalen, Bd. V, ]ig. r>i4 — 624; und endlich auch das 2u Pisa erscheinende Journal 
U nuovo Cimento, Ser. 2, Tomo IX, p. 49. 
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(A.) .... Das ponderomotorisclie Integralgesetz*), aufgestellt 
von F. Neumann (1847). • — Befinden sich zwei gleichförmige 
Stromringe A und 7? in irgend welchen IJcwep^imgen, befinden 
sicli ferner die in ilinen vorhandenen Struniytärken J und (un- 
beschadet der (Jleichfr»rniif;keit) in irgend welchen Zuständen der 
Veränderung, und bezeichnet man mit P da» Potential der beiden 
Binge auf eiiiuderf wo viid für jedes Zeitelwieiit die von B auf 
4 ausgeübte ponderomotorisclie Arbeit dargestcdlt sein dtirch 
den negativen partiellen Zuwacha von P, genommen nach der 
liUmiliehen Lage von A, 

(F.) .... Das elektromotorische Integralgesets**), aafgestellt 

von F. Keumann (1817). — Die Summe der vom Itinge B im 
Binge A während eines Zeitelemeutes inducirten elektromoto- 
rischen Kräfte ist immer identisch mit dem vollständigen Zu- 

p 

wachs des Quotienten -j- , dieser Znwachs noch mnl^plicirt mit 

einer g'cwissen Constanten f (der sogenannten Inductionsconstanten). 

(«.) ..... l)u.s ponderomotoriche Elcmehtar^^CBfttz***) aufg;est*'llt 

von Ampere (1826>. — Zwei clektribche Stroraelemente JVs und' 
J^Bsi üben eine ponderomotorische Kraft B taa£ etnander 
ans, welche mit ihrer TerbindimgBlimersiisammeiifiUltt and welche, 
in repolsiTem Sinne geredmet^ die Stibrke besitst: 

dabei ist untc:* ^1^ ein constanter Factor zu verstehen, während 
9: •O'i und f diejenigen Winkel bezeichnen, unter welchen die beiden 
Elemente gegen die Linie r (Z/Sj D«), und gegen einander ge- 
neigt sind. 

(9?) .... Das elektromotorische Elemeutargesetz. — Das- 
selbe Boheiiit Twlftafig noch in tie&s Duikel gehHüi Denn die 
von W. Weber (1846) und f. Nenmann (1847) für dasselbe ge- 
machte PropositionM mengen wenig Aehnlichkeit; auch sind von 

letzterem zwei verschiedenef) Propositionen gemacht worden, 
ohne bestimmte Entscheidung zu Gunsten der einen oder andern. 

Die beiden IntegralgesetKe (A) und (JF*.) sind ausgezeielinet durch 
ihre Ein£Eusliheit, soirie durch die, in Folge experimenteller Prüfung, 
ihnen zu Theil gewordene ZuTerlässigkeit. 

Weniger Günstiges ist zu sagen in Betreff des Ampere\scheu « 
Gesetzes Denn obwohl Ampere gelber seine Theorie „uniqucment 

deduitv. de l'cjjjwricncc'' geiiaiuit hat, so dürfte doch den von ihm 
angcsteJlten Experimenten, weiiigstoiis /uiii Theil, nur wenig be- 
weisende Kraft beizumessen sein. — Trotzdem würde es voreilig 



*) Vorgl. das vorliegende Werk, ]>g. 53, sq. 
**) Vergl. das vorliegende Work, pg. 102, sq. 



***) Vergl. pg. 44, sq. 
t) Vergl. pg. 221, 222. 
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sein, imd dem naturgemUss stetigen Fortschritt der Wissenschaft 
wahrscheinlich nur zum Schaden gereichen, wenn man dieses Ampäre'- 
sehe Gesetz, das seit einem halben Jahrhundert sich bewährt und 
allen exacten Forschungen als Grundstein gedient hat, ohne wirklich 
triftige Grflnde aufgeben wollte. 

Demgemass habe ich an jenem Ampere' sehen Blemeniargesetse 
(ff.), oder (was dasselbe ist) an denjenigen VoraussetEungen, auf welche 
dieses Gesetz- von Ampere basirt wurde, festiialten zu müssen ge- 
glaubt. Als eine der wichtigsten Aufgaben erschien alsdann aber 
die Auffindung des noch fehlenden Elementargesetzes f^)?); und hierin 
besteht die Hauptaufgabe des vorliegenden Werkes. 

Der von mir eingeschlagene Gang entspricht der historischen 
IJt'iheiifolge. — Als Ausganc^spunkt für die Untersuchung der pon- 
(leromotorisclieii Kräfte dienen mir die von Ampere eingeführten 
Voraussetzuiii^eii : von denselben aus verfolge ich im \Vesentliohen den 
thcils von Ampere, theils von meinem Vater gebahnten Weg, und 
gelange in solcher Weise zuerst zum Elementargesetz (a.), sodann 
zum Integralgesetz (Ä.). — Sodann übergehend zur Untersuchmig der 
elektromotorischen Kräfte, benutze ich als Ausgangspunkt das 
Ton meinem Vater aufgestellte Integralgesetz (F.), Um von hier aus, 
unter Anwendung des allgemeinen Princips der lebend^en Kraft, so- 
wie unter Zuhfilfenahme gewisser einfacher und plausibler Voraus- 
setzungen, einen Weg mir zu er5£&ien zur Entdeckung des noch un- 
bekannten Elementargesetzes (9)?). Die erwähnten Vorauss^ungen, 
welche selbstrersiSndlich auf die elektromotorischen Kräfte sich be- 
ziehen, stehen in einer gewissen Analogie mit denjenigen, welche von 
Ampere Aber die ponderomotorisehen KrSfte gemacht sind. - 

Bei einer mathematisch-physikalischen Untersuchung wird jeder- 
seit die Bcschatfenhcit und Anzahl der zu Grunde gelegten Voraus- 
zetzungen von grösster Wichtigkeit sein. Da nun diese Voraus- 
setzungen im vorliegenden Werke, in Folge des eingeschlagenen 
hist(jrischen Ganges, eine gewisse Zersplitierunj:; und Zerstreuung 
erfahren haben, so wird es um so nötliiger sein, weuit^steus hier in 
der Einleitung ein übersichtliches Bild zu entwerfen von der Gesammt- 
heit jener Voraussetzungen. — £s können dieselben folgendermassen 
rubricirt werden. 

(l.) • . , . JJic erste Voraussetzung*) b«^8tcht in der Annahme des 

allgonioineu P'rincips oder Axioms der lebendigen Kraft, sowie in 
der Annahme det<jenigen (lesetzcs, welches von Joule für die elek- 
trodynamiBche Wärmeentwicklung aufgestellt wRrde. 

(2.) .... Die zweite Vorattasetzmg besteht in der Annahme der 

beiden ^Bchon enrfthxitra hitegraigesetse {A.) und {F.). 

*) Yergl. pag. 7, sq., and auch pag. 1S4, sq. 
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(8.) .... Die (liitte Voraussetzung*) besteht in gewissen, den pondo- 
romotoriscbon und elektromotorischen Kräften beizalegeudeu 
Gruiideigcnschaften, nämlich in folgenden Annahmen: 

Erstens: Die von einem Strumelement JiDs^ auf ein anderes 
Stromelement JDb amgefibte ponderomotorische Kraft iit pro- 
portional dem Product / Bonit aber nur noch abliftngig von der 
relativen Lage der beiden Elemente. 

Zweitens: Die von einem Stromelement /, Ds, wilhrend der 
Zeit dt in irgend einem Punkte eine« Conductors inducirte elek- 
tromotorische Kraft ist zerlegbar in zwei respective mit J", 
und dJ^ ]>roi>ürtionalc Kräfte; diese Kräfte sind, abgesehen von 
den genannten Factoren, nur noch abhängig von der relativen Lage, 
sowie Ton der Aenderung der relativen Lage; sie venohwinden, 
sobald die relative Lage wid der Werth von J^ oonstant bleiben. 

Drittens: Jede« Stromelement /ii>9i iidi, hinsichtlidi der 
vonihmausgefibtcn pond eromotorischen und elektromotorisohen 
KrtJte, ersetzbar durch seine sogenannten Componenten. 

(4.) .... Die vierte Voraussetzung besteht in zwei von Ampäre ge- 
machten und häufig in Zweifel fje/otjenen Annahmen: 

Erstens: Die p ondoromotoribcho Kraft, mit welcher zwei 
Stromelemente auf einander wirken, fällt zusammen mit ihrer 
Verbindungslinie. 

Zweitens: Die pondero motorische Wirkung, welche dn 
gleichförmiger geschlossener elehtrischer Strom auf ein dnselnes 
Stromelement ausübt, steht gegMi letsteres senkrecht. 

Diese Yoraussetzuiigeii fahren, weil in ihnen die Ton Ampere 
selber gemachten Voranssetzimgen mitenthalten sind, noiliwendig zum 
Ampere' sehen Gesetz (n.); andererseits aber fahren sie auch zu einer 

boRtinimten Form des noch fehlenden Gesetzes (9.), nämlich zu folgendem 

Krgebniss: 

(<p.) .... Die resultirende Form des elektromotorischen 
Elementargeseties.**) — Die dektromotorische Kraft Edt, 
welche ein Stromelement J^Dsi in irgend einem Punkte m eines 
gegebenen Conductors während der Zeit dt hervorbringt, ist zer- 
legbar in swei Kräfte: 

_ A^Da,^^^^,''^ und + Ds, 

erstcro gerechnet in der Richtung r {l)s^ »— >■ w»), letztere gerech- 
net in der Eichtang J^. Dabei haben A^y r, dieselben, oder 
wenigstens analoge Bedeutungen wie im Ampere* sehen Gesetse (m.). 
Was die Voraussetzung (2.) betrifft, so sei bemerkt, dass das 
▼on meinem Vater aufgestellte Integralgesetz (F.), bei der Eruinmg 

*) Die Voraussetzungen (."1) und (4.) finden sich im vorlief,n>nden Werke zer- 
gliedert in mehrqj-e HypotheseTi auf pag. H5, 8R, ferner in mehrere Hypothesen 
auf pag. 112, ferner in eine IlypothcKc auf pag. 169, und en»llieh in eine letzte 
Hypothese auf pag. 187. — Dabei ist diu gröbste Sorgfalt verwendet worden, 
diese einseinen Qypotiiesen so scharf wie md|^ieh ansinspiechen. 
**) Vergi pag. 198, sq. 
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des eben angegebenen Elementargesetases (9.), nicht in seiner ganzen 
Allgemeibheit, sondern nur insoweit benutzt worden ist, als dasselbe 
auf Stromringe ohne Gleitstellen sich bezieht, so dass es also fraglich 
erscheint, ob dieses Elementargesetz (cp.) mit jenem Integralgesetz 
(F.) auch für solche Stromringe im Einklang ist, die mit Gleit- 
stellen versehen sind. Die betreffende specielle Untersuchung zeigt*), 
dass dieser Einklang in der That vorhanden ist; hierin aber dürfte, 
weil das Gesetz (F.) in allen Fällen, mögen Gleitstellen vorhanden 
sein oder nicht^ auf experimentellem Wege als richtig constatirt 
worden ist, ein neues Argument zu erblicken sein za Gunsten des 
Ton mir gefundenen Elementargesetzes {(p.) 

Von Wichtigkeit dürfte femer sein, dass bei Zugrundelegung der 
angegebenen Elementargesetze («.) nnd (9.) die Integralgesetze (A,) 
und (F,) nicht nur fftr lineare, sondern in ganz analoger Weise auch 
ffir körperliche Leiter sich ergeben.**) 

Beiläufig sei erwähnt, dass ich bei meinen Untersuchungen fiberall 
Rücksicht genommen habe auf die schon yor langer Zeit von mir 
angedeutete Möglichkeit***), dass vielleicht die elektrisdien Kräfte 
(ähnlidi wie die ordinären Kräfte) proportional sein könnten mit einer 
Function der Entfernung r, welche nur für beträchtliche Entfer- 
nungen identisch mit hingegen- für sehr kleine Entfernungen 

Ton anderer und noch unbekannter Beschaffenheit ist Hier in der Ein- 
leitung indessen habe ich, um einen vorläufigen Ueberblick meiner Unter- 
suchungen möglichst zu erleichtem, überall nur den Fall beträcht-* 

lieber Entfernungen ins Auge gefasstf). 

Unter den Voraussetzungen (1.), (2.), (4.), erscheint am Be- 
denklichsten die letzte. Mit Rücksicht hierauf erlaube ich mir hinzu- 



*) Vergl. den Sats auf pag, SS7 , 238. 

**) Vcrgl. pag. 166, 176 und 213. 

***) Ich bcziehf! mich hior auf moinc Schrift: „Explicnre tcntntur , quoniodo 
fiat , ut litcif planum polaiisationisi per vires ehrtricns rrl viativefiras (leclinetur^'' 
(Halts Sajcomun, 18ö8), welche «pilter in ausführlicliert r < I< stalt unter dem Titel: 
„Die magnetische Drehung der rolarisationsebene des Lichts'* (Halle, 
1M3) von Neaem ecwjhiquen ist Yeigl. in letsterer Scshrift namentlich pag. 16, sq. 
— Dieselbe AnschanangsweiBe findet man fibrigena ancb in meinen „Principien 
der Elektrodynamik" (Programm der Tübinger Universität vom Juli- 1868). 

t) Zur leichtern Orientirung sei bemerkt, dass ich im vorlie- 
genden Werk unter 9 und ^ durchweg swei Functionen von r ver- 

•tehe, welche fflr be^ächüiche r respective identisch sind mit 

und mit y^' 
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weisen auf eine neuerdings ron mir ansgefiUiiie allgemeinere 
tlntersuehung*), bei trelchef die Voraussetsung (4.) unterdrückt 
ist, die Voraussetzniigeii (1.), (2.)^ (3.) hingegen ungeändert beibehalten 
sind. Das Resultat dieser Untersuehuiig besteht sehlieslieh darin, dass 
man für die ponderomotorischen Kräfte wiederum das Ampere' sehe 
Elementarj^esetz, andererseits für die elektromotorischen Kraft« ebenfalls 
(las vorliiii un<jjegebene Kiemeutargesetz erhält. — Dieses l(esultat 
dürfte einifijprmasseu da/u angethan sein, das Zutrauen zum Ampere'- 
schen Gesetz zu steigern. 

Bekanntlich i.st in den letzten Jahren von Helmholtz der Versuch 
gemacht worden, das Ampere' sehe Gesetz umzustossen, und an seine 
Stelle ein anderes Gesetz treten zu lassen, welches yan Helmholtz 
selber in seinem letzten Aufsatz**) als „Potentialgesetz'' bezeidmet 
wird. Doch scheint diese Helmholtz' sehe Theorie, wie ich schon 
im vergangenen Jahr äusserte***), und wie ein wenig später auch 
von Riecke bemerkt worden istt)> in diametralem Widerspruch zu 
stehen mit einer bekannten experimentellen Thatsache. Denn bringt 
man das Helmholtz' sehe „Potentialgesetz^ in Anwendung auf einen 
sogenannten elektromagnetischen Rotationsapparat, so wird das von 
dem Magnet (oder Soleuoid) auf den beweglichen Stromleiter ausge- 
ül)te Dreliuugsmonieiit , berechnet nach dem „Potentialgesetz", noth- 
wendig Null sein, so dass also jener Stromleiter, falls er zu Anfang 
in Ruhe ist, beständig in Kuhe verharren müsste, was der Erfahrung 
widerspricht. 

Dass das erwähnte Drehungsmoment, nach dem „Potentialgesetz" 
berechnet; Null ist, hat Helmholtz in seinem letzten Aufsatz aner- 
kannift). Nach seiner Ansicht ist indessen wesentlich Rücksicht zu 
nehmen auf diejenigen Vorgänge, welche bei einem solchen Apparat 
an der Gleitstelle stattfinden; denn an dieser Stelle säen die Strom- 
leiter entweder durch Quecksilber oder (im Falle federnder Reibung) 
wenigstens durch eine dttnne üebergangsschicht mit einander ver- 
bunden; nach dem „Potentialgesetz^ müssten aber die Stromföden im 
Quecksilber oder in der Üebergangsschicht gewisse Winkeldrehuugeu 



*) Abhandlungen der Kgl. Sachs, (ics. d. Wiss., 187.S, parj. 419, sq. 
**) Monatsbi-richte d. Kgl. Akad. zu Berlin vuiu 6. Februar, 1873. 
***) Ber. d. Kgl. Siichs. (Jcs. d. Wiss. vom ;i. Aug. 1S72, i»af;. 157 'in den 
Separatabzügen auf papr. l<n); xt'v^l. auch die Math. Auualeu, Bd. V. pag. 614, 
und d. vorliegende Werk. ]y,\'^. 77, seq. 

t) Nachrichten d. Kjzl. Ges. d. Wiss. zu Göttinpen vom 1 1. Aii;^'. 1872, pag. 8. 
ft) Monatsbericht d. Kgl. Akad. zu Berlin vom 6. Februar 1873, j>ag. lü'<ä. 
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iiicichen; und hierdurch erkläre sicli, dass der bewejzjliche Stromleiter, 
oltwohl das Ulli' ihn selber ausgeübte Drehujigsmoment A'ull ist, deu- 
Uüch in Rotation «»[erathe*). 

t'i'brigeus ist zu erwähnen, dass Heimholt/ gleichzeitig gewisse 
E\[)erimente** ) angedeutet hat, mit Hülfe deren es nach seiner An- 
sicht vielleicht möglich sein werde, die Frage, ob das „Poteutialgesetz" 
gegenüber dem Ampere 'scheu Gesetze in Wirklichkeit den Vorzug 
Terdiene^ cur Entscheidung zu bringen. 

Eine befriedigende Theorie der elektrischen Erscheinungen zu 
finden, ist vielleicht eine Aufgabe für Jahrhunderte. Alles, was in 
theoretischer Beziehung vorläufig geschehen kann, besteht darin, dass 
wir das Gebiet dieser Erscheinungen in verschiedenen Richtungen und 
von Yerschiedenen Ausgangspunkten mit grösster Sorgfalt /m durch- 
wandern snrhen. Im yorliegenden Theil meines Werkes habe ich 
diejenige Richtung weiter zu verfolgen mich bemüht, welche indiciri 
war durch die Arbeiten Ampere'» und durch diejenigen meines 
Vaters. In einem später folgenden Theil werde ich mit gleicher 
Sorgfalt diejenige andere Richtung zu verfolgen suchen, welche 
indicirt ist durch die Arbeiten Weber' s und Kirchhoff 's. 

Leipzig, L JuU ld73. 



*) Die betrefiende Stelle des Helmholts'schen Aufsatses (l* c. pag. 103) ' 
lautet wörtHch: 

„Wenn, wie in dem Heispiel des Hrn. Kl ecke, ein Kadius eines Kreines den 
„Strom vom Mitlelpiuikt desbelben, um den er (helibiir iht, zur leitenden J'eriplieric 
„führt, und dabei unter dem Einfluiäö auden r ( onrcntrischer Kreisströme btcht, 
„80 wirkt, wie Hr. Riecke richtig bemerkt, nacii dem rotcntialgeset* unmit- 
„telbar gar keine Kraft auf den festen Theil des Badius, dessen relative Lagu 
„gegen die KreisstrSme sich nicht ▼raftndert, und es kommt allein du KrSftepaar 
„snr Erschein nn^r, welches auf die üebttguigsHchicht an der Gleitstelle wirkt. 
f^Dieses aber bedin<^'t in der That den gaoaen Erfolg.** 

**) 1. C. pag.. 103, 104. 
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Mte as, Kella 4 t. o. m«m nuui ^(r) statt f^r). 
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77 tat dem VMtut Zefle 7 — 19 r. o. «In« «twM andcw Gestalt ra geten , »imlleh Iblgrade: 

„Unterwirft man die in aolcher Weis« sich erf^ebcuflcn elpmcntaren Dn-hun^a- 
momenta einer nJUiereii Uatenuohong, ao ceigt aicb (und cwar tat jedea be- 
liebiffen Wetth der Conatiiitea i) volle Ueberafaisliiuttuig nft den Anford*- 
rungen des allgemeinen Princi|» der Aetion «nd BmoUob. — Soweit alao wfild.« 

kein Kill wand au orliel>en «tin . . . .". 

Icli vt-rdanke diese Bericlitiguug einer gt-legeutliciieu bemeri^aug von Helui- 
holts (Monataberiehte der Berliner Ak. d. Wlae., VMmiar 1879, pag. 94). 

214, in Her T'ebt r-olirift <1<'8 § Itxc iiiati ,.<'1t>ktr()in(itnn9Chen** Statt ,^eleiktriaidieil**. 

23tt, Zeile 16 v. u. aeUe mau „Arbeit ü" statt „Arbeit 

IS9, tft dar Uebenobrift dM { lese man „vat^ etat* nOdei^. 
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Erster Absehnitt. 

Ueber die Art und Weise, in welcher das allgemeine Axiom 
der lebendigen Kraft benutzt werden kann zur näheren 
Erforschung der elektrischen Eräfifce. 

Abgesehen von d'^scn Erörterungen über das genannte Axiom , enthält der Ab- 

edinitt mancherl'i Präliminavi- n, so z. B. die Fundamontalgleichuiij^en für die 
Wirkuo^ der poDderomotoriecben uud eiektromotoriscbeu Kräfte. 



§« 1. lieber die Bewegung der elektrischen Materie im Innern eines pou« 
deriiblen KSrpers, und die d«iiiit Terbnndene 'WXrmeeiitwiclilaiig. 

Die elektrische Materie im Innern eines gegebenen ponderablen 
Körpers werde durch irgend welche Ursachen oder Kräfte (deren Ent- 
stehung und Beschaffenheit vorläufig ganz dahingestellt bleiben mag) 
in Bewegung versetzt und in Bewegung erhalten; in Folge dessen 
wird offenbar die Vertheilung dieser Materie von Augenblick zu Augen- 
blick eine andere vrerden. Es soll der Zusammenhang, in welchem 
Bewegung und Vertheilung zu einander stehen, naher untersucht 
werden. 

Dabei ist zu bemerken, dass man unter der elektrischen Be- 
wegung die relative Bewegung der elektrischen Materie in Bezug 
auf die ponderable Masse rersteht; demgemäss mag der Betrachtung 
ein rechtwinkliges Axensystem (v, i), j) zu Grunde gelegt werden, 
welches mit der ponderablen Masse des gegebenen Körpers in starrer 
Verbindung steht, an der etwaigen Bewegung dieser ponderablen Masse 
niso theilniramt. Auch sei Yorauf^esetzt, dass die zu betrachtende 
elektrische Bewegung eine stetige ist, so dass sie also ihrer Kichtung 
und Stärke nach als constant angesehen werden darf für alle Puncte 
eines unendlich kleinen Yolumelements und für alle Augenblicke eines 
unendlich kurzen Zeitinteryalls. 

(Jonstruirt man an irgend einer Stelle y, ) im Innern des Kör- 
pers ein Flaehenelement D«, senkrecht gegen die zur Zcii / daselbst 
Torhandene elektrische Bewegung, so l<:iiin die während des Zeit- 
elementes (U durch De» hindurchfliessende filektricitätsmenge bezeich- 
net werden durch: 

Xenraanii, die elcktriiebea KriflA. \ 
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2 Elektrische Bewegung und VerUxeilung. 



(1.) Jdt, 
oder auch durch: 
(2.) »Ddrf^, 

wo alsdann J (==?■ Do) die Starke des dnrch Do gehenden Stromes^ 

audt rorsf'its / dio Stärke der im Puncte v, 5 vorhandenen Strö- 
mung genannt wird. Denkt man sieh die Strömung / geometrisch 
dargestellt durch eine (vom Punct V; t}? j ausgehende) Linie von ent- 
sprechender lii<:lituug und Länge ^ so werden die senkrechten Pro- 
jectionen dieser Linie aul" die ('oordinatenaxen bezeichnet als die 
Strömungscomjionenteu. Sind die Werthe dieser letztern also 
U, \0j so wird u"- -f -f" = 

Diese Definitionen vorausgeschickt, soll nun zunächst diejenige 
Elektricitiitsmenge d^i berechnet werden, welclu; während der Zeit dt 
hindurchHiesst durch ein im Innern des Körpers beliebig gegebenes 
Flächenelement D 0. 

Wir construiren parallel mit der durch Do gehenden Strömung i 
einen Cylinder, welcher die Peripherie des Elcuientes \)o zur Leit- 
curve hat, und construiren ferner in diescFu Cylin<ler einen, senk- 
recht en Querschnitt Dw, unendlich nahe an Do. In Folge der 
vorausgesetzten Stetigkeit hat die elektrische Strömung in den Puncten 
des von Do, Dw begrenzten CyliTulersegmentes überall einerlei Stärke 

und Richtung, also überall die Stärke / 
und die Kiclitung des Cylinders. Die g(v 
suchte, während der Zeit dt durch Do 
tliessende Elektrieitätsmenge d ist dahor 
ebenso gross wie die während dieser Zeit 
durch D o fliessende, und besitzt folglich^ 
nach (2.), den Werth : 

(;). ) da = / D o) dt. 

Hierfür kann, weil Doj = Do cos (*, 
ist, auch geschrieben werden: 

(4.a) d^L i cos (», iV") V>o dt, 
oder auch : 

(4.b) f/ft = [u cos (v, 2^) l> cos (i^, A') -f IV cos iY)J Do ,(t. 
Denn es soll N die Normale von Do vorstellen; und es sind also 
(», N) und (r, N), (\), iV'), iV) diejenigen Winkel, unter welchen 
die Normale N gegen * und gegen die Coordinatenaxen geneigt ist. 
Gleichzeitig sollen u, \xi die Oomponenten von / vorstellen. 

Die Formel (4.a, b) repräsentirt den analytischen Aus- 
druck für di ejenigeElektricitütsm enge (/ft, welche durch ein 
völlig beliebig gegebenes Flächenelement Do, und zwar 
in dem durch die Normale N indicirten Sinne, während 
4er Zeit dt hindurcbfliesst. 
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Elektriaeh« Bewegung und YertheiluDg. 3 

Bringt man das Element Do (ohne seinen Ort zu andem) snc* 
cessive in diejenigen speciellen Lagen D0|, Doj, Do^, bei denen seine 
Nonnale N pandlel ist mit der py l-Axe, so geht die Formel 
(4.b) snccessire Über in: 

(5.) <?/*2 « tt Do, dt, 

dii^ » )o D03 dt 

Diese Ausdrücke sind tollkommen analog mit dem Ausdmck (2.). 
Demgcmäss ergeben sich conforme Definitionen einerseits, aus (2.), 
für die Strömung andererseits, ans (5.), für die Strömungs- 
componenten ii; tD. 

Zufolge (2.) wird nämlich die Strömung selber (d. i. i) zu 
definiren sein als diejenige Elektricüatsmenge, welche durch ein gegen 
i-lire B^wegungsrichtung senkrechtes Flächenelement Ton der 
Grösse Eins hindurchgeht wShrend der Zeiteinheit. 

Andererseits wird zufolge (5.) jede StrÖmungscomponente 
(d. i. u oder t> oder n>) zu definiren sein als diejenige Elektricitats- 
menge^ welche wahrend der Zeiteinheit hindurchfliesst durch ein gegen 
di^ betreffende Axe senkrechtes Flächenelement Yon der Grösse 
EüÄ. 

Es sei nun irgendwo im Innern des Körpers eine geschlossene 

Fläche constriiirt von beliebiger Gestalt und Grösse; und es seien M 
und M -|- «^/M diejenigen Elcktricitätsn: engen, welche innerhalb dieser 
Fläche sich vorlinden zu den Zeiten / und t -f- (^^' Alsdann wird: 

(^•). M + <?M — 2:(« -I- '^J^ dtj Dv, 

wo die b5ummation (oder Integration ) 2.' sich hinerstreekt über alle inner- 
halb der Fläche vorhandenen Aol um demente Dv, und wo £ die Dich- 
tigkeit der elektrischen Materie bezeichnet. 

Die DifVeronz f/M repräsentirt offenbar diejenige Elekt.ricitätsmenge^ 
Avclche während der Zeit dt durch die einzelnen Elemente Do der con- 
struirten Fläche in das Innere derselben hineingeströmt ist, und kann 
daher nach (4.a,b) so ausgedrückt werden: 

dfA — dt . E i cos {i, N) Do, 

= dt £[n cos av-2^)+ » (^,iV^)+ » cos (yN)\ Do. 
Hieraus folgt durch eine bekannte Umgestaltung: *- 

(7.b) .M — ...z[|l' + ^ + gD. 

Dabei ist unter X dii; innere Normale von Do zu 
verstehen, und die Integration 2^ in (7.a) über alle 
Elemente Do der construirten Flüche, in (T.b) über 

l* 
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4 Elektriadie Beweg uug und Vertheilang. ' 

alle Elemente Dr des Ton ihr nmschloBsenen VolameiiB aosgedelmt 
zu denken. 

Substituirt man in iT.ii. b) den für r/M ans ((I.) sich ergebemlen 
Werth, so erhält mau (nach Fortla.ssung des gemeinschaftlichen Fac- 
tors dt): . 

(8a) 27 ^ Dt £i cos (t, N) Do, 

(8.b) «-2:r^4.|^+^HDv. 

^ Idx ^X) d^J 

Denkt man sich nun endlich das von der construirten Fläche nmschlosi- 
sene Volumen als ein unendlich kleines, als identisch mit einem ein- 
zelnen Volumelement Dy, so gewinnen die Formeln (8.ayb) folgende 
Gestaltung: 

(9.a) . |fDT_£i'='"^y!QD?DT, 

^^■^^ k+^l + ä^J'^'- 

Dabei ist in (9.a) die unendlich kleine Oberfläche des betrachtf t( n 
Volumelements Dt zerlegt zu denken in unendlich kleine Ele- 
mente zweiter Ordnung Do, und über diese Elemente zweiter 
Ordnung hinerstreckt zu denken die mit £ bezeichnete Integration. 

Wir betrachten nun femer die OberflSche des gegebenen E5r- 
perS; indem wir dabei, der Etnfiiehheit willen, die Annahme machen, 
derselbe sei eingehüllt von einem isolirenden Medium. Es sei Do ein 
Element jener Oberfläche, und es seien femer M und M -f- rfM die- 
jenigen ElektriciiÄtsmengen , welche auf Do vorhanden sind zu den 
Zeiten / und t dt] alsdann wird : 

M« JDo, 

(10.) . 



M 



falls nämlich 7 die Dichtigkeit der auf Do ausgebreiteten ElektricitSt 
Yoratellt. Es ist M ~ (M + — <^M; so dass also dieses 

— dh^ als Siejenige Elektrieilätsmenge bezeichnfet werden kann, welche 
das Element Do während der Zeit dt verlassen hat 

Wir construircn die innere Normale N des Elements Do, con- 
struiren sodann ferner parallel mit der in unmittelbarer Nähe von 
Do vorhandenen Strömung i einen ('ylinder, welcher die Peri]dierie 
von Do zur Leitcurve hat, und construiren endlich in diesem Oylin- 
der einen senkrechten Querschnitt D co , unendlich nahe an Do. In 
Folge der vorausgesetzten Stetigkeit hat die elektrische Strömung in 
den Puncten des von Do, Dw begrenzten Cylindersegmentes iiuerail 
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Das JoQle'flche Geaetss. 



t 




einerlei Starke und Richtong, nämlich _ ^s*^ 

die Starke i und die Bichtnng des Oy- 
lindeiB. Jene wahrend der Zeit dt 
das Flächenelement Do yerlasBende 
Elektricitätsmenge — ist daher Ton 
gleicher Grosse mit deijenigen Elektri- 
citätsmenge, welche während dieser Zeit 
durch Do hindorchfliesst^ und hat also 
nach (3*) den Werth: 

(11.) '^dfA'^iDmdt 

Hieraus folgt: 

(12.) fm = - * Do) dt 

Diese Formel aber kann [vergl. die früher bei (4.a;b) ausgeführten 
Operationen] leicht in folgende Gestalten versetzt werden: 

(13.a) (fM — — e cos (i, N)\)odt, 

(13.b) = — [u cos(v,iV) + D cos(i),^') -f \M cos{i,N)\Do dt. 

Substituirt man endlich hier für c^M den aus (10.) sich ergebenden 
Werths so erhält man (nach Fortlassung des gemeinschaftlichen Fac- 
tors di)i 

dl 



(14.a) 
(14.b) 



dt 



Do « — i cos{i,N) Do, 

— — [u eoB(v,N) -I- 1> co8(^,^ + » cos (g,^)] Do. 

Die Formeln (9.a,b) und ilLa, b) repräsentiren den ge- 
suchten Z usamme n h an , der zwischen den elektrischen 
Dichtigkeiten Ef t einerseits und den elektrischen 8trö- 
iiiungeu V), \\) audererücitä stattfindet. 



In Betreff der durch die elektrischen Strömiiii*^en sich entwickelnden 
Wärme gehen wir aus von dem ( experinieutell gefundenen) Joule'- 
sclieu Gesetz, demzufolge die in einem Drahtelement durch einen 
elektrischen Strom erzeugte AVärmemenge proportional ist mit dem 
Quadrat der Stromstärke, proportional dem sogenannten Widerstande 
des Drahtelemeuts und jiroporüoual der Zeii, Ist also D$ die Länge, 

g der Querschnitt, k die Leitnngsfahigkeit, mithin' ^ der Widerstand 

fx-q 

des Dralitelenients, und ist ferner J die Stromstärke, so wird die in 
dem Element während der Zeit dt sich entwickelnde Wärmemenge 
dQ den Werth haben: 

(15.) «»e-^'««- 
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Das Joule*8che Getets. 



Denkt man sich die Maasseinheiien für die raumlicheii Dimensionen, 
für die Zeit und fär die Stromstörke in irgend welcher Weise fest- 
gesetzt^ so wird man trotzdem ans dieser Formel (15.) für die Wärme- 
menge dQ sehr verschiedene Zahlenwerthe erhalten je nach der jedes- 
mal für k gewählten Maasseinheit. Diese WillkCÜir mag beseitigt 
werden. 

lieber die Maasseinheiten der räumlichen Dimensio- 
nen, der Zeit, und der elektrischen Stromstärken sollen 
allerdings bestimmte Determinationen unterbleiben. Hin- 
gegen soll die fSr die elektrische Leitungsfuhigkeit Ji zu 
wählende Maasseinheit jenen andern Maasseinheiten in 
solcher Weise adjungirt gedacht werden, dass der aus (15.) 
f Qr dQ sich ergebende Zahlenwerth die entwickelte Wärme- 
menge in mechanischem Maasse darstellt, also diejenige 
lebendige Kraft repräsentirt, welche dieser Wärmemenge 
äquivalent ist. • 

Finden elektrische Strömungen statt in einem Körper von belie- 
biger Gestali^ und ist Dv irgend ein Yolumelement des Körpers von 
solcher Kleinheit, dass die elektrische Strömung i in allen Puncten von 
D V einerlei Richtung und Stärke hat^ so wii>d man, um die in diesem 
Yolumelement sich entwickelnde Wärmemenge zu ermitteln, dasselbe 
zu zerlegen haben in Elemente zweiter Ordnung, und zwar in 
lauter cylindrische Elemente parallel mit i. Betrachtet man ein 
solches cylindrisches Element f&r sich allein, und bezeichnet man 
seine Länge mit Ds, seinen Querschnitt mit g, seine Leitungsfahigkeit 
mit k, so findet man für die in demselben während der Zeit dt ent- 
stehende Wärmemenge [nach (15.)] den Werth: 



denn die in dem cylindrischen Element vorhandene Stromstärke 
«T ist gleich dem Querschnitt q multi])licirt mit der S trömun gs stärke- 
i [vergl. (1.), (2.)]. Dieser Werth kann so geschrieben werden: 



Die in dem gegebenen Volinneleiiieut Dv entstehende Wilniicinenge 
dQ ergiebt sich hieraus durch 8ummation; und hat also den Werth: 



Die beiden Formeln (15.) und (IG.) können also ange- 
sehen werden als der analytische Ausdruck des Joule schen 
Gesetzss für lineare und räumliche Stromclemente. 




d. i. 




dt 



(16.) 



dQ^^L^\dt. 
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§• 2* Das allgemeine Axiom der lebendigen Kruft, und die dureh dasselbe 

pustulirte Function. 

Für materielle Systeme Yon gewisser specieller Beschaffenheit^ 
welche (strenge genommen) nur unserer Gedankenwelt ange- 
hören^ kann der Satz der lebendigen Kraft bezeichnet werden als 
eine unmittelbare mathematische Consequenz unserer mechanischen 
Grandvorstellungen. Solches ist der Fall, sobald das gedachte System 
aus unveränderlichen, discreten Massenpnncten besteht, und von Kraf- 
•ten beherrscht wird^ welche, abgesehen von den Massen selber, nur 
noch von den augenblicklichen Entfernungen abhängen. Auch ist 
bekannt, dass der Satz in diesem Fall für jeden beliebigen Zeitraum 
^, . . . seinen Ausdrack findet in der Formel: 

(1.) (T, - r,) + (S, - 3r.) = S„. 

Hier repräsentirt T die lebisndige Kraft des Sjstemes, und eine 
gewisse dem System eigenthümlich zugehörige Function, deren Werth 
lediglich abhängt vom augenblicklichen Zustande des Systems; 
selbstverstÄndlich sind dabei unter T, , und T^^ %, die den Zeit- 
augenblicken und ^2 entsprechenden Werthe von T, ^ zu verstehen. 
Ausserdem bezeichnet S^2 diejenige Arbeit, welche während des Zeit- 
raumes t^ . . . f., verrichtet wird von den auf das System von Aussen 
her einwirkenden Kräften. 

Ziehen je zwei Massenpuukte m und ni des betrachteten Systemes 
einander an nach deni Newton 'sehen Gesetz, so wird jene in der 
Formel (1.) enthaltene Function :^ sich darstellen als ein Aggregat von 

Termeu, deren jeder die Form hat 

■n- mm 



wo K eine Constante, und r die Entfernung zwischen Mt, m yorstellt. 

Seit langer Zeit hat nun die Vermutliung sich Bahn gebrochen, 
dass ein analoger Satz auch vorhanden sein müsse für jedes 
durch die Natur gegebene inaterielle System, einerlei, ob unsere 
Vorstellungen über die innere Beschaffenheit eines solchen Systems 
tleutlich ausgeprägt oder völlig unbestimmt sind; und diese Vermuthung 
hat durch nähere Untersuchungen, namentlich ül)er die Erscheinungen 
der Wärme, einen hohen Grad von Wahrscheinlichkeit erlangt. 

Diesen Vermuthungen und Untersuchungen zufolge würde die 
Formel (l.) im Falle eines solchen beliebigen Systemes zu ersetzen 
sein durch folgende: « 

(2.a) (T, - T,) + (5, - 3F,) = S„ - 

hier repräsentirt ^^^^,2 dasjenige Quantum Wärme, welches vom System 
während des Zeitraumes ^, . . . ausgestossen, d. i. nach Aussen 
abgegeben wird [wobei selbstverständlich eine etwaige Einschluckung 
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von Wärme als negative Ausstossuug zu rechnen ist]. Nimmt 
man statt des Zeitraumes ^, . . . ^ unendlich Ideines Zeitelement 
ät, so wird die Formel (2.a) so zu schreiben sein: 

(2.b) dT+ (115 ^dS'-dQ, 

oder auch so: 

(2.c) dT-\-dQ-ird'Si'r.d8. 

Dieses durch (2.a, b, c) ausgesprochene allgemeine Axiom unter- 
scheidet sich von dem specielleu Satze (1.) nicht nur durch das hin- 
zugetretene calorische Glied, sondern namentlich auch durch* die Be- 
deutung von 3f. In beiden Fällen allerdings ist unter 3r eine dem 
System eigenthümlich zugehörige Function zu versterben, deren augen- 
blicklicher Werth immer nur abhängt vom augenblicklichen Zu- 
stande des Systemes. Während aber diese Function in jenem spe- 
ciellen Satze (I. ), auf Grund der bestimmt vorausgesetzlrii Ijcscliait'en- 
heit des Systemes, iliniu aiuily tischen Ausdrucke nach in viUlij^ 
bestininiter Weise an gegeben werdtni kann, wird sie in dem all- 
gemeinen Axiom r2.a,b, c) im Allgemeinen gänzlich unbekannt sein, 
ebenso unbekannt wie die lieschatlenheit des Systemes selber. Dem- 
gemäss wird das allgemeine Axiom, auf Grund der Formel (2,c), so 
auszusprechen sein : 

Allgemeines Axiom. Für jedes durch die Natur ge- 
gebene materielle System existirt eine durch den auj^cn- 
blicklichen Zustand des Systemes sich bestimmende Func- 
tion 3f von solcher Beschaffenheit, dass die während 
irgend eines Zeitelementes dt von den einwirkenden äus- 
seren Kräften verrichtete Arbeit immer in drei Theile 
zerlegt werden kan^i, von denen der erste gleich ;^ross ist 
mit der Avähreud der Zeit dt imSysteju sich entwickelnden 
(Quantität lebendiger Kraft, von denen ferner der zw'oite 
L'leich «cross ist mit der während dieser Zeit vom System 
ausgestossenen Wä r m e m enj^^e , und von denen endlich der 
dritte gleich ist dem vollständigen Differential jener 
Function X 

Dabei ist, wie der Einfachh«Mt willen im Folgenden stet.s gi^schehen 
soll, der ZuM aehs d T der lebendigen Kraft des Systemes bezeichnet 
worden als die während der Zeit dt im System sich ent- 
wickelnde Quantität von lebendiger Kraft. 

Bei unsern Untersuchungen werden wir nun von diesem Axiom 
nur für den Fall Gebrauch machen, dass die Temperatur des Systemes 
constant erhalt»'n wird, dass also das System etwa eim^rtaucht ist in 
eine Wärmequelle von gegeijener unveränderlicher 'J'em})eratur. Als- 
dann wir<l die während der Zeit dt vom System ausjj estossene 
Wärmemenge d Q zugleich auch diejenige sein, welche während dieser 



Digitized by Google 



CiaFBification der Kräfte. 



9 



Zeit im System sich entwickelt hat; imd es kann daher in diesem 
Falle das Axiom, ein Avenig einfacher, so ausgedrückt werden: 

Das alljüfemeine Axiom für den Fall conslauter Temperatur. 
Denkt man sich das System in constanter Temperatur er- 
halten, so wird, mit Bezug auf j edes Zeitelement rZ^. die im 
System entwickelte Quantität von lebendiger Kraft und 
Wärme, vermehrt um das vollständige Differential der 
Function 5, von gleicher Grösse sein mit der von den äus- 
seren Kräften verrichteten Arbeit. 

Man pflegt die Function 3r zu bezeichnen als die potentielle 
Energie des Systemes. Zweckmässiger aber scheint es, einen Namen 
zu wählen, der nicht mehr andeutet, als was in Betreff der Function 
wirklich zu sagen ist. Demgemäss werde ich mir erlauben, dieses 
3^ zu bezeichnen als die durch das allgemeine Axiom in Bezug 
auf das gegebene System postulirte Function, oder kürzer, 
als das Postulat des Systemes. 

Es soll nun im Nachfolgenden untersucht werden, in wie weit dieser 
Satz bei Betrachtung elektrischer Vorgänge in Einklang sich be- 
findet mit denjenigen Gesetzen, welche einerseits von Coulomb, 
Poisson und Kirchhoff, andererseits von Ampere und meinem 
Vater in Betreff dieser Vorgänge aufgestellt worden sind ; und femer, 
in wie weit dieser Satz, als Axiom oder Princip adoptirt, die Mittel 
darbietet zur Ausfüllung der in jenen Gesetzen noch vorhandenen Lücken. 

Beiläufige Bemerkung. Dass ich den hier erörterten Satz 
als ein Axiom, nicht aber als ein Theorem bezeichne, hat seinen Grund 
darin, dass wir für ein beliebiges materielles System den Inhalt des 
Satzes mit ii^end welcher Strenge eigentlich gar nicht auszusprechen 
im Stande sind. Es hindert uns daran zweierlei. Erstens wissen wir 
bei einem solchen ganz beliebigen System nicht zu definiren, was unter 
dem Zustand desselben zu verstehen ist. Zweitens aber konnte sich 
ja bei einem solchen beliebigen System neben lebendiger Kraft und 
Warme gleichzeitig vielleicht noch irgend ein drittes (mit jenen parallel 
stehendes) Agens entwickeln; und dann würde in die Formel des Satzes 
neben dT und dQ auch noch dieses dritte Agens aufzunehmen sein. 
— Wenn man also auch der Ansicht ist, dass ein Satz dieser Art 
überall in der Natur existirt, so wird trotzdem die specielie Form, 
welche dem Satze in jedem einzelnen Falle zu geben ist, immer nur 
eine hypothetische sein können. 



Ehe ich zur wirklichen Exposition meiner Untersuchungen über- 
gehen kann, sind zunächst gewisse Snsaerliche Dinge zu besprechen. 
Iis ist nämlich im höchsten Orade schwierig, in diesen Gebieten, die 



Digitized by Google 



10 



Classification der Kiftfte. 



immer nur stückweise, zu verschiedenen Zeiten und von verscliiedenen 
Gesichtspuncten aus behandelt worden sind, eine einheitliche Nomen- 
clatur zu gewinnen, die den Anforderungen der Deutlichkeit und Be- 
quemlichkeit auch nur einigermaBsen Genüge leistet; und es bedarf 
daher in dieser Beziehung einiger Vorbemerkungen. 

Die elektrischen Vorgänge Im Innern eines ponderablen Körpers 
werden zugeschrieben der sogenannten elektrischen Materie. Der Ver- 
theilungszustand dieser Materie mag als elektrische Ladung, anderer- 
seits ihr Bewegungszustand (die Bewegung relativ genommen in 
Bezug auf die ponderable Masse des Körpers) als elektrische Strö- 
mung bezeiclinet werden. 

Der elektrische Zustand eines ponderablen Körpers, welcher 
also abhängig ist von deu in seinen einzelnen Elementen augenblicklich 
vorhandenen elektrischen Ladungen und Strömungen, geht über in den 
sogenannten natürlichen oder anelektrischen Zustand, sohald 
jene Ladungen und Strömungen an allen Stellen des Körpers Null 
geworden sind. 

Betrachtet man ein System ponderabler Körper, die in irgend 
welchen Bewegungen sich befinden, während gleichzeitig im Innern' 
eines jeden irgend welche elektrische Vorlage stattfinden, so können 
die in dem System Vorhandenen Kräfte dassificirt werden von zwei 
verschiedenen Gesichtspuncten aus, nach ihrem Ursprung und nach 
ihrer Wirkuiig. 

Hinsichtlich ihres Ursprunges zerfallen sie in solche, welche 
den ponderablen Massen an und für sich inhärent sind, und in solche, 
welche provocirt werden durch die elektrischen Zustande derselben. 
Letzere zerfallen von Neuem in solche, welche von den elektrischen 
Ladungen, und in solche, die von den elektrischen Strömungen her- 
rühren. 

Andererseits sind die Kräfte hinsichtlich ihrer Wirkung einzu- 
iheüen in ponderomotorische und in elektromotorische, d. i. in solche, 
welche einwirken auf die Bewegung der ponderablen Massen, und in 
solche, welche einwirken auf die Bewegung der elektrischen BCaterie. 

In Belareff aller dieser Kräfte sollen die gewöhnlichen Vorstel- 
lungen festgehalten werden. Demgemäss wird anzunehmen sein, dass 

(a.) die der ponderablen Masse inhärenten Kräfte 
keine elektromotorische, sondern nur eine ponderomotorische Wirkung 
haben-, und femer anzunehmen sein, dass dieselben, ausser von den 
ponderablen Massen selber, nur noch von den Entfernungen abhängen. 

Was femer 

(b.) die durch elektrische Ladung provocirten Kräfte 
betrifft, so- wird denselben sowohl ponderomotorische als auch elektro- 
motorische Wirkung zuzuschreiben sein. Hinsichtlich der erstem sollen 



Digitized by Google 



Die ponderomotoribchcu Fundamentalgleichungen. H 



die YorstellimgeiL yonCoalomb und Poisson, hinsichtlich der letz- 
tem diejenigen Yon Kirch hoff zu Grunde gelegt werden. 
Was endlich 

(c.) die durch elektrische Strdmung provocirten 

Eräfte 

anbelangt; so ist denselben ebenfalls sowohl eine ponderomotorische 
ab auch eine elektromotorische Wirkung beizulegen. Ihre pondero- 
motorische Wirkung bestimmt sich durch das bekannte Amp^re'sche 
Elementargesetz. Für ihre elektromotorische Wirkung hingegen existirt 
bis jetzt noch kein Elementargesetz von hinreichender Zuverlässig- 
keit, sondern nur das von meinem Vater aufgefundene Integra Igesetz. 
— Es soll im Folgenden der Versuch gemacht werden, die hier vor- 
handene Lücke auszufüllen, und zwar unter Benutzung des vorhin 
angegebenen ullgemeiin'u Axioraes (pag. 8, 9). 

Häutig wird es luHliiL,^ sein, die Kräfte (a.), (b.), (c.) gleichzeitig 
iu Betracht zu ziehen; und liielMd mögen zur Erleichterung der Aus- 
drucksweise folgende einfachere Bezeichnungen und Signaturen ge- 
stattet sein. 

Bczcichnumj : Signatur : 

(a.) Kräfte ordinären Ursprungs 

oder kürzer: Ordinäre Kräfte ord. Us, 

(b.) Kräfte elektrostatischen Ursprungs 

oder kürzer: Elektrostatische Kräfte . . . eist. Us, 
(c.) Kräfte elektrodynamis c Ii <" n Ursprungs 

oder kürzer: Elektrodynamische Kräfte . eldy. Us. 
Sind z. B. X, Y, Z die Comj)onentcn derjenigen ponderomotori- 
schen Kraft, w^elche ein gegebener elektrischer Körper ausübt auf eine 
kleine Kugel, die ebenfalls in irgend welchem elektrischen Zustande 
sich befindet, so wird zu setzen sein: 

y = (l^)ora.UH ^y)a\ii.\H-\- (^)oMy.U.s, 
Z = ('^),,nl.U!* ''/^)el8t. U« ■-}" (-^jeldy. Ub > 

WO die einzelnen (jlieder diejenigen Theile von A', Y, Z vorstellen 
sollen, welche respective ordinären, elektrostatischen und elektrodyna- 
mischen Ursprunges sind. 

§• 3« Ueber gewisse Zerleguugcu der sich eulwickoludeu (juautitUleu vuu 
lebendlfer Kraft und mirnie, entspreebend den Tersehiedeaeii Krüften. 

Bewegt sich ein ponderables Masscnelcmeut i)/ mit den ('Oordi- 
naten ./;, z unter der Einwirkung einer gegebenen ponderomotori- 
schen Kraft mit den Com]K)nenten X, Y, Z, so lauten die Differential- 
gleichungen für diese Bewegung bekanntlich folgendermassen ; 
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(3.) Jtfa?" — X, Ify'— r, Mz=Z, 

Yoraasgesetet; dass das zu Grunde gelegte rechtwinklige Axensystem 
ein absolut festes ist. Dabei bedeuten die Aoeente Differentiationen 
nach d. i. nach der Zeit MultipHcirt man diese ponderomotori- 
sehen Fundamentalgleichungen (8.) mit denjenigen Verrflckon- 
gen äx^ dy, da, welche Jlf während der Zeit dt erleidet, so ergiebt sich: 

M (x"dx + y''dff + /'dg) =- Xdx + Ydy + Zdä; 
und hieraus folgt suocessiTe: 

M(afdx* + ^dif + /d/) — Xdx + Ydy + Zde, 

(4.) dT — Xdx + Ydy + Zd», 

vtodT dasjenige Quantum lebendiger Kraft reprasentirt, welches in der 
Masse M hervorgerufen wird wahrend der Zeit dt, 

Ist die gegebene Kraft X, Z zusammengesetzt aus mehreren 
partiellen Kräften: 

X » X, + Xj, 

y = Yi -f~ -^ii H~ • • • •> 

z » Z| + z„ -|- . . . ., 

so zerfallt jenes Quantum <7T in die entsprechenden Theile: 

(5.a) + + 

welche einzeln genommen die Werthe haben: 

■ . rr. M ('^^)' « 3r, rfa: + du + y^ dz. 



Hier haben dXj dy, d» offenbar genau dieselbe Bedeutung wie Torhin. 
Denn sowohl in (3.) wie in (5.a,b) sind unter dx, dy, d» die Gompo- 
nenten derjenigen YffiTlIekung zu Terstehen, welche M wahrend der 
Zeit <2< in Wirklichkeit erleidet. 

Die Theile {dT)^^ {dT)u, .... können in Terschiedener Weise 
benannt werden. So s. B. kann der Theil {dT)i mit vollem Recht 
bezeichnet werden als dasjenige Quantum lebendiger Kraft, 
welches in M wShrend der Zeit dt hervorgerufen wird spe- 
ciell durch Einwirkung der Kraft X,, Yi, andererseits aber 
wird jener Theil {dT)i, auf Grund der gewöhnlichen Ausdrucksweise, 
auch bezeichnet werden können als die während der Zeit dt von 
der Kraft X,, Y,, auf M ausgeübte (ponderomotorische) 
Arbeit. Für dieselbe Sache ergeben sich also zweierlei Ausdrucks- 
weisen; und es wird im Folgenden zweckmässig sein, je nach Um- 
ständen, bald die eine bald die andere zu benutzen. 

■ Zerlegungen j welche den durch (5.a,b) angedeuteten analog sind, 
ergeben sich offenbar auch dann, wenn siatt eines einzelnen Massen- 
elemeuts il£ ein aus beliebig vielen erneuten bestehendes System iu 
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Betracht gezogen wird. Wird s. B. das gegebene System von Ei^lften 
beherrscht, die ihrer Natur nach in n Ckittangen zcorfallen, so ist das- 
jenige Quantum lebendiger Kraft^ welches während der Zeit di im gan- 
zen Systeme sich entwickelt, zerlegbar in n einzelne Theile, entspre- 
chend jenen n Gattungen. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass die Gleichungen (3.), und folg- 
lieh auch die Gleichungen (4.) und (5.a,b) im' Allgemeinen unrichtig 
sein werden, falls man, an Stelle des absolut festen Axensystems, ein 
in Bewegung begriffenes Axensystem zu Grunde gelegt sich denkt. 
Denn multiplicirt man jene Gleichungen (3.) mit den Cosinus a, ß, y 
deijenigen Winkel, unter welchen eine in Bewegung begriffene Axe | 
gegen die absolut festen Axen z geneigt ist, so erhält man: 

M {ax" -f ßf + ys") = aX -\- ßY -\- yZ. 

Diese Gleichung aber hat keineswegs die Form M^" = sondern viel- 
mehr die Form: 

wo A im Allgemeinen von Null verschieden ist. Selbstverständlich 
soll hier unter ^ = ax ßy -\- y z -\- d die der Axe | entspi-echende 
Goordinate von M, und unter = aX -\- ßY -\- yZ die dieser Axe 
entsprechende Componente Yon (X, Y^ Z) verstanden sein. Das st5- 
lende Glied X hat demgemSss den Werth: 

l^Mr + M {a"x + /r y + y"if) + 2M («V + /Ty^ + yV). 



Einigermassen Aehnliches ist nun femer darzulegen in Betreff 
der elektromotorischen Eräflie. 

Auf einen starren Körper yon beliebiger Grösse und Gestalt mögen 
einwirken irgend welche^ elektromotorische Kräfte, deren Gomponenten 
gegeben sind als stetige Functionen der Goordinaten und der Zeit, 
folglidi einerlei Werthe haben fQr alle Puncto eines unendlich kleinen 
Volnmelementes, und für alle Augenblicke eines unendlich kurzen Zeit- 
Intervalls. 

Sind 36, ?J, 3 Werthe jener Gomponenten zur Zeit t für irgend 
eine Stelle x> S Körpers, und bezeichnet Dv ein an dieser Stelle 
constroirtes unendlich kleines Yolumelement des Körp'ers, so werden 
die zur Zeit ^ in D v vorhandenen elektrischen Strömungscomponenten 
u, i^, )t) bestimmt sein durch die Gleichungen 

^vn h die elektrische Loituiigsfähigkoit der in Dv euthalienen })on- 
•k'rablen Masse vorstellt. Dabei ist vorausgesetzt, das die I Bezeich- 
nungen \, \), .\, -}], _^ und u, l^, \M sich hinziehen auf ein recht- 
winkliges Axensystem, welches starr verbunden ist mit 
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der ponderablen Masse des botracbtetexi Körpers. Ob diese 
Masse selber in Ruhe oder Bewegung sieb befindei^ ist gl^ehgfiüig. 

Mnltiplicirt man diese elektromotorischen Fundamental- 
gleichungen (6.) mit n, ^, \o, und addirt^ so ergiebt sich: 

u« + to* + n>» = * + ?)D + .3»). 
Nach dem Joul ersehen Gesetz (pag. 6) ist aber die in dem Yolumele- 
ment Dt wahrend der Zeit dt sich entwickelnde Wärmemenge dQ 
dargestellt durch 

^ DT(tt« + t)»4- iü^) dt^. 
«V— ^ - , 

somit ergiebt sich: 
(7.) dQ = D7 (Xu -j- \!) \> + ,^^n)) dt. 

Ist nun die elektromotorische Kraft K, y, 3 ^.usammengesetst 
aus mehreren partiellen Kräften: 

3t « Xi -|- Xii + . . ., 

SO zerfallt jene Wärmemenge dQ in die entsprechenden Theile: 

is.a) rfe«=(j^«. + o/«u + ..., 

welche einzeln genommen die Werthe besüzen: 

(A M Dt + % i> + 3. H>) ilt, 

^ ^ (J c^)„ «Dt a-„u 4- ,^„i> + dt , 



Hier repräsentiren \i, i^, w, genau ebenso wie früher in (7.), diejenigen 
►Ström ungscomponenten, welche zur Zeit / im Elemente Dv in Wirk- 
lichkeit vorhanden sind. 

Der Theil {dQ)i wird zu bezeichnen sein als dasjenige Quan- 
tum Wärme, welches in Dv während der Zeit dt hervor- 
gerufen wird speciell durch die Kraft , 3i5 ebenso gut 
kiiiintt' uiaii vielleicht dieses ((/''/), auch bo/x'ichiit'ii als die während 
der Zeit (// auf das Volumou Dv von der Kraft j^),, 
ausgeübte elektromotorische Arbeit. Docli soll von der letz- 
tern Ausilrucksweise im Folgenden kein Gebrauch gemacht werden. 

Eine mit (8.a,b) analoge Zerlegung i.st offenbar aucli ausfüiirbar 
bei derjenigen Wärmemenge, welche im ganzen Ki)rper, oder in 
irgend einem System solcher Körjjer sich entwickelt. Zi rfallen 
z. B. die auf da.s gegebene System einwirkenden elektromotorischen 
Kräfte in n Gattungen, so wird die wälirend der Zeit dt im System 
täich entwickelnde Wärmemenge zerlegbar sein in n ents})rechende Theile. 

Zu bemerken ist schliesslich, dass die (iieichungen (G.) und folg- 
lich auch die Gleichungen (7.) und (8.a, b) auch dann noch gültig 
sind, wenn an Stelle des mit dem betrachteten Ki)r])er starr verbun- 
denen Axensy Sternes irgend welches andere Axensystem zu Grunde 
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gelegt, gedacht wird; einerlei ob dasselbe alisoint lest, oder begriffen 
ist in irgend welcher Bewegung. Mijtiplicirt man nämlich die Glei- 
clunigen (().) mit den Cosinus a, ß, y derjenigen Winkel, unter welchen 
eine in Kuhe oder Bewegung betindliche Axe ^ gegen die bisher be- 
nutzten Axen r, ^ geneigt ist, so ergiebt sich 
«u -h -f r^t> = -}- /3 J) 4- 
Diese (jileichuug aber sagt uns, dass 

ist, falls man niiralich unter u und Z di(? der Axe | entsprechenden 
Componenten von (u, to, xo) und (.^, ^) versteht. 



Die zuletzt entwickelten Formeln (().\, (7.), (8.a,b) gestalten sich 
ein wenig anders, wenn der betraclitet(^ Körper von linearer Heschat- 
tcnheit, nämlich drahtl'örmig ist; denn alsdann wird die elektrische 
Materie im Innern des Körpers an jeder Steile nur nach einer be- 
stimmten Kichtung hin beweglich sein. 

Als Volumelement D v mag in diesem Kalle ein Element des 
Drahtes, d. i. ein kleiner Cylinder genommen werden, so dass Dv 
= q\)s ist, wo q den Querschnitt des Drahtes, und Ds die Länge des 
betrachteten Dralitelementes rei)räsentirt. Von der im Elemente Dv 
oder qDü vorhandenen elektromotorischen Kraft (.\', 3) kommt in 
diesem Falle nur diejenige Comi)oneute zur Geltung, welche 
parallel mit Ds ist. Die in dem Elemente vorhandene elektrische 
Strömung i wird daher mit D^^ parallel sein^ und ihrer Stärke nach 
sich bestimmen durch die Formel: 

es ist nämlich = 3t3l + ^i)iö + .gC^, falls man unter X ^; ^ <üe 
Richtungs-Cosinus von Ds vg*steht. Der Bequemlichkeit willen mag 
dabei, ebenso wie früher, ein Axensystem zu Grunde gelegt sein, wel- 
ches mit der ponderablen Masse des betrachteten Elementes Dt oder 
jDs in starrer Verbindung sich befindet. 
Ans (9) folgt durch MultipUcation mit i: 

P = k % i. 

Nun besitzt' die wahrend der Zeit <lf in <leni Elemente Dv = qDs 
während der Zeit dt sich entwickelnde Wärmemenge d(^ nach dem 
Joule 'sehen Gesetz (pag. 6) den Werth: 

dQ 



somit folgt: 

(10.) 



4 
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Es ist nämlich qi = oder (was dasselbe) Dv . t » vorans- 
gesetzt dass man unter J die in dem betrachteten Element Torhandene 
Stromstärke Tersteht 

Ist nun die Kraft X, 3 zusammengesetzt aus mehreren par- 
tiellen ErSften, und folglich die Gomponente ^ ebenfaJls zusammen- 
gesetzt aus mehreren Theilen: 

so kann die Wärmemenge dQ zerlegt werden ii^ die entspreclienden 
Theite 

(ll.a) <?<?«(m + (//Vjn + -.., 

welche einzeln genommen die Werthe besitzen: 

wo J, ebenso wie in (10.), immer diejenige Stromstärke vorstellt, 
welche während des betrachteten Zeitelementes dt im Elemente D? 
» qDs in Wirklichkeit vorhanden ist. 



Es ist schon bemerkt worden, dass die Fundamentalgleichungen (3.): 

(«.) Mx" = Xy My' — Y, Mg" = Z 

nur gültig sind für ein absolut unbewegliches Coordinatensystem, 
und eine ganz andere Gestalt annehmen würden, falls man sie trans- 
formiren wollte auf ein in Bewegung begriffenes Goordinaiensystem; 
dass hingegen die Fundamentalgleichungen (6.) 

gültig sind für jedes beliebige rechtwinklige Coordiuatensystem, 
einerlei, ob dasselbe absolut fest ist, oder in irgend welcher Bewegung 
sich befindet. 

Dass die Formeln als elektromotorische Funda ine iital- 
<j; leichungen von mir bezeichnet, und den ])onderoniotorischen 
Fundamentalgleichungen («.) zur Seite gestellt sind, wird aller- 
diii<j;.s })edenklich erscheinen, dürfte indessen einigermassen gerecht- 
lertigt sein durch den Umstand, dass iaA alle Untersuchungen, die 
über die Bewegung der elektiischen Materie bisher angestellt worden 
sind, auf jene Formeln {ß.) sich stützen. 

In der That begegnet man den Formeln (ß.) nicht nur in den 
Abhandlungen meines Vaters sondern ebenso auch in den Schriften 



*) Vergl. F. Neu mann: Die matheniat. Oeseise üer ioducirten elektrischen 
Ströme, in den Abbandl. der Berliner Akod., vorgelesen am 37. October 1847. In 
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Ton Kirchhoff*) und Helmholtz**). Dabei darf indeflseu nieht 
Terschwiegen werden, dass Weber, und ebenso auoh Kirchhof f, 
geleitet dnrch eine h5her stehende Theorie, jenen Formeki nur eine 
bedingte Gültigkeit zuerkennen***), dass nämlich denselben nach 
der Anschauungsweise Weber's erst nach Hinznfügnng gewisser 
Glieder ein Ansprach auf wirkliche Strenge einzuräumen ist, und dass 
die in solcher Weise modifieirten Formeln in der That als Ausgangs- 
punct benutzt word^ sind sowohl Yon Weber selbst bei einer Unter- 
suchung fiber die elektrische Bewegung in linearen Leitern, als auch 



§. 8. diesOB Aufsatses findet nch nSanlich tOr die in einem linearen Leitmr ent- 
«Miende Stromstärke J^qi der Auadroek aog^eben : 

woraus darch FortUMsung des FiaotofS q (des Qnerschnitfees) folgt: 

du 

Dort ist unter £ — ^ die an der betrachteten Stelle vorhandene elektromoto- . 

CS 

risdie Kraft zu verstehen, gerechnet in der Biehtung des Leiters. Beseiohnet 
man also diese Kraft mit fß, so erhält man: 

Diese Formel aber entspricht, für den Fall eines linearen LeiterSf vollständig 

den von mir aufgestellten Fundanientalgleichuugen ((?.) 

*) Yergl. Kirchhütt: lieber die Uewegong der Eiektricität in Leitern, 
Pogg. Aunal., Bd. loa, pag. ö.'iü. 

•*) Vergl. Helmholtz: lieber die Bewegungsgleichungen der Eiektricitüt 
für ruhende leitende Körper, 13orohardt's Journal, Bd. 72, pog. 81. Daselbst 

ist * statt gesetzt. 

***) So sagt I. B. Kirchhof f (Pogg. Ann., Bd. 100, pag. 199) : 

„Bei einem stationären elektrischen Strom ist die Strömung (Stromdich- 
„tif^keit) gleich dem Prodnct aus der, auf die Einheit der Elektricitüismongc be- 
„zogenen , elektromotorischen Kraft in die LeitungKfllhigkeit; ich mache die An- 
„oahme, dass dasselbe auch stattiindet, wenn der Strom kein ittatiouärer 
.,isi Diese Annahme wird erfüllt sein, wenn die auf die Blektridtätstheilchen 
»virkendra Kr&ffce, welche den Wideratand ausmaehen, so mftehtig sind, da» ^ 
i^e Zeit, wahrend welcher ein Elektricitlltetheilchen noch in Bewegung bleibt 
„nach dem Aufhören von beschleunigenden Kiätten in Folge der Trägheit, als 
„iineudlich klein angesehen wurden darf Belbbt gegen die kleinen Zeiträume, 
„welche bei einem nicht stationären elekti'ischen Strom in Betracht kommen." 

Bei Wiedergabe dieses Citates habe ieh mir in sofern eine kleine Abänderung 
erlaobt, ab ich an Stelle des yon Kirohhoff benntsten Wort8s:7,8tromdieh- 
tigkeit** eine etwas andere (falls ich nicht irre) von Helmholtz eingeführte 
Benennung, nämlich das schon im Vorhergehenden von mir benutzte Wort 
„Strömung" substituirt habe. 

Neomaan, di« elektrischea Krftfte. 2 
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von Lorberg bei der betreffenden aUgemeinem Untersochung für 
körperliche Leiter*). 

Wie dem auch sei — . bei denjenigen Expositionen, welche hier 
zu geben raeine Absieht ist , sollen jene Formeln («.) und (ß.) ab 
wirkliche Fu iidani en talgleichungen, oder (besser vielleicht aus- 
gedrückt) als die Definitionen der ponderomotoriacheu und elektro- 
motorischen Kräfte angeaehen werden. 



4. Torllnllfe Uebersicht über den Oang und die Ergebnisse der 
anxustellenden Uatersacliaugen« 

Es sei gegeben ein System Ton beliebig vielen Körpern, welche in 
beliebigen Bewegungen begriffen sind, wahrend gleichzeitig im Innern 
eines jeden irgend welche elektrische Vor^^nge stattfinden. Diese 
Bewegungen und inneren Yorgllnge finden statt unter dem Einflüsse 
beliebig gegebener äusserer Kräfte und unter dem gleichzeitigen Ein- 
flüsse der in dem System vorhandenen inneren Kritfle. Um nun diese 
letzteren, welche thefls ordinären, theils elektrostatischen, theils elektro- 
dynamischen Ursprungs sind, näher zu erforschen, soll von uns zu 
Hfllfe genommen werden das allgemeine Axiom der lebendigen Kraft 

Auf den ersten Blick wird es vielleicht am Einfachsten erscheinen, 
bei diesen Betrachtungen das gegebene System sich selber zu über- 
lassen, die Einwirkung äusserer Kräfte also auszuschliessen; denn als- 
dann verschwindet f/^S. Trotzdem ist es zweckmiissiger, eine gewisse 
willk ührliche Einwirkung auf das System von Aussen her 
uns zu reserviren; um indessen liiebei das Hineintreten neuer und 
unnothiger Schwierigkeiten zu vermeiden, mag jene willkülirliche äus- 
sere Einwirkung ])ewerksti'lligt werden durcli Kräfte der bekanntesten 
und einfachäteu Art, nämlich durch Jb'üdeu, die in irgend welchen 



*) Nach Weber'B Anschauungsweise würden die Formeln f|3.), faÜB sie An- 
spruch auf wirkliche Strenge haben sollen , umzugestalten sein in i'olgeude : 

wo fk maea Goeffidenten Tontellt, woldier proportional ist mit der Tr&gbeit 
der elektiitehett Matevie. 

Vergl. Weber: Elektrodynamische Maasbestimmungen, Abhandl. der 
Sachs. Ges. d. Wss., Bd. Vi, pag. 593 — 597; und femer Lorberg's Aufsats im 
Borchardt'scheu Journal, Bd. 71, pag. 56. 
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pondeiiblcSn Massenpuncteii des Systemes befestigt smd, und an denen 
Ton Aussen her beliebig gezogen werden kann. Solohes feetgesetat 
serfidlen sänuntliche Kräfte, von denen das System beherrscht wird, 
in folgende Gattungen. 

(I.) Die eben genannten äusseren Zugkräfte (ponderomotorisch), 
(II.) Die inneren Kräfte des System^, welche ihrerseits zer- 
fallen in: 

(a.) Kräfte ordinären Ursprungs (ponderomotoriseh), 

(b.) Kräfte elektrostaüseh^ Ursprungs Qjonderomotorisch und 

elektromotorisch), 
(c) Kräfte, elektrodynamischen Ursprungs (ponderomotorisch 

und elektromotorisch). 

Die in Parauthese beigel'u«rten Zusiitze sollen andeuten, dass die Kräfte 
(I.) und (Il.a) nur ponderoinütoriscli einwirken, die Kräfte (ll.b,c) 
hingegen sowohl ponderomotorisch wie auch elektromotorisch. 

Ausserdem sei endlich noch vorausgesetzt, davss das System (durch 
in geeigneter Weise von Augenblick zu Augenblick erfolgende Wärme- 
ableitungen) in eonstanter Temperatur erhalten werde. 

Bringen wir nun auf dieses System das allgemeine Axiom der 
lebendigen Kraft: 

(12.) dT+dQ + d3l^d8 

in Anwendung, so haben {vergl. namentlich pag. 9) die einzelnen Glie- 
der d2\ dQ, dS und d} folgende Bedeutungen: 

dl^ und (IQ die während eines Zeitelenientes dt im System 
sich entwickelnden Quantitäten von lebendiger Kraft und 
Wärme ; 

dS diti während der Zeit dt von den Zugkräften (I.) verrichtete 

Arbeit; 

3f eine dem System eigenthümlich zugehörige unbekannte 
Function, Avelche lediglich abliängt vom augeubiickliehen 
Zustande des Systems, und welche zu bezeichnen sein wird 
als das Postulat des Systfines-, 

das der Zeit dt entsprechende vollständige Dimeren ti&l 
von 3f. 

Die eben genannten Quantiiäten dT, dQ können nun, auf (xrund 
der im vorhergehenden Paragraphen entwickelten Methode, zerlegt 
werden in die Theüe: 

dT^(dn + {dn„ 

entsprechend den vorhandenen Kräften (I.) und (II.). Dabei ist zu 
beachten, dass die Kräfte (1.) keine elektromotorische Wirkung besitzen,. 
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folglich auch keine Wärmeentwicklung Teranlassen, dass mithin {d Q)| 
gleich Null ist Somit ergiebt sich also: 

Hierdurch aber gewinnt unser Axiom (12.) folgende Gestalt: 
(14.) (dT), + (rfT),! + (rf«,. + rf» - dS. 

* Unter {dT\ ist diejenige lebendige Kraft zu vorstehen, welclie 
wahrend der Zeit r/^ im Systeme hervorgebraclit wird speciell durch 
Einwirkung der äusseren Zugkräfte (I.), oder jwas dasselbe, 
vgl. pag. 12J die von den eben genannten Kräften während der Zeit 
dt auf das System ausgeiil)te Arbeit. Folglich ist dieses {dT)^ 
seiner Bedeutung nach durchaus identisch mit dS. Die das Axiom 
darstellende Formel (14.) reducirt sich somit auf: 

(16.) (dT)„ + + d3f - 0. 

Die Er&fte (II.) bestehen aus den dreierlei Gattungen (a.), (b.), (c). 
Demgente können die Quantitäten (<7T)ii; ((IQ)^^ den weiteren Zer- 
legungen unterworfen werden: 

ein mied {dQ),-. hinzuzufügen, ist liberHüssig, weil die Kräfte (a,^ 
elektrouKitorisch unwirksam sind, initliiu gleich Null ist. Dun Ii 

Substitution der Werthe (16.) geht das allgemeine Axiom (15.) über in: 

(17.) (iT). + [(dl% + (rf e).] + lidT), + (dQ),] - - d% 
d. i. in: 

(18.) idT)a + idT-i-dQ), + (r/r-t- f/ (?), = - 

und hiefür endlich mag, indem man die den Kräften (a.), (b.), (c.) 
beigelegten Signaturen (pag. 11) an Stelle der Indices setast^ geschrie- 
ben werden: 

(19.) (dT)^.jj, + (dT+ de).t.*.u. + {dT+dQU^j.v, d% 

Die äusseren Zugkräfte waren bereits beim lJeb(»rgange von 
(14.) zu (15.) eliminirt worden j die in (19.) auf der linken Seite belind- 
liehen drei Terme: 

(20.a) 0/^)ord.U8, 

(20.b) (dT+dQ)a^vn, 

(20.C) {dT + dQ),i^.vn 

beziehen sich mithin ausschliesslich auf die inneren Kräfte des 
Systems; und das durch jene Formel (19.) ausgedrückte allgemeino 
Axiom stellt also die Anforderung, dass die Summe dieser drei Temio 
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(20.a, b,c) das vollständige D il'fereutial irgend einer Function 
(— ^S) sein solle, die lediglicli abliäugt vom augeublickliclieu Zufitande 
des Systems. 

In BetreÖ' der Erüfie ordinären und elektrostatischen Ursprungs 
existiren bestimmte und ausreichende Elementargesetze. Auf (Jruud der- 
selben wird sich ergeben, dass die beiden ersten Terme (20.a) und (20.b), 
jeder für sich allein genommen, der genannten Anforderung Genüge 
leisten. Solches constatirt, folgt sodann, dass der dritte Term (20.c) 
für sich allein genommen , ebenfalls jener Anforderung entsprechen 
muss, dass also der dritte Term das vollständige Differential 
einer durch den augenblicklichen Zustand des Systems sich bestimmen- 
den Function sein mnss. 

Ftlr die Knite elektrodynamischen Ursprungs sind bis jetzt 
keine ausreichenden Elementaigesetze Yon erprobter Sicherheit Tor- 
handen. Zur Ansfülliiiig dieser Lücke soll nun im Folgenden 
der soeben behauptete Satz benutzt werden; dass der diesen 
Krftflen entspreehende Term (20.c) ein Tollständiges Differen- 
tial ist. 

Zufolge der von uns deducirten Gleichung (19.) unterliegt es 
keinem Zweifel, dass die Summe der drei Terme (20. a, b, c) ein voll- 
ständiges Differential ist. Dass hingegen Analoges auch gelte von den 
beiden ersten Termen , einzeln genommen, mithin auch vom ein- 
zelnen ^dritten Term, — diese Behauptung bedarf noch des Nach- 
weises. 

Nehmen wir einstweilen an, jener Nachweis sei bereits geliefert. 
Alsdann werden die genannten drei Terme ausdrückbar sein durch ; 



wo ^rt? Functionen sind, deren jede lediglich aljhängt vom iiugeu- 

blicklicheu Zustande des Systems und deren Summe nacli (ID.) iden- 
tisch ist mit der Function if; so dass also die Kelation stattfindet: 



Nennen wir nun, wie schon festgesetzt wurde, 7 kurzweg das Postu- 
lat des gegebenen Systeips, so werden die Theile ^« der 
Reihe nach bezeidineii werden können als das ordinäre, elektro- 
statische und elektrodynamische Postulat. 



(2Jai) 
(21.b) 
(21.C) 




(22.) 



3f " 3a ~i~ 3» "1" 3F< 
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|. 6. fteprodaciion bekiinnler Betracli(uiif?en über die Kräfte ordiilkreii 

Ursprungs *), 

Es handelt sicli hier um eine weitere Untersuchung des im vor- 
hergehenden Paragraphen näher bezeichneten Systemes. Der dort ge- 
nannte Teim (20.a): 

(23.) (^/T)o,d.ü. 

repräsentirt dasjeui^o (^huiiitiim Ifliendiger Kraft, welclies während der 
Zeit (U im gegebenen Bysteme hervorgebracht wird speciell durcli die 
darin vorhandenen Kräfte ordinären Ursprungs. Dass dieser Term 
ein vollständiges Differential ist, kann mit Hülfe sehr bekannter 
Betrachtungen, welche hier in Kürze recapitulirt werden solleni leicht 
nachgewiesen werden. 

Das gegebene System von Körpern mag in lauter unendlich kleine 
Elemente eingetheiH gedacht werden; und es seien Mq und 
irgend zwei solche Elemente, einerlei, ob sie demselben, oder verschie- 
denen Körpern angehören« Die ponderomotorische Wirkung, welche 
J/„ und M^ auf einander ausüben, wird, mit Rücksicht auf die im 
System stattfindenden elektrischen Vorgänge, zusammengesetzt sein aus 
drei Kräften, von denen die eine ordinären, die zweite elektro- 
statischen, die dritte elektrodynamischen Ursprungs ist. Es handelt 
sich im gegenwärtigen Paragraphen indessen nur um die Kräfte ordi- 
nären Ursprungs; und in Betreff dieser ist von uns die ü])1iche 
Voraussetzung gemacht worden, dass sie nur Functionen der Ent- 
fernungen sind (pag. 10). FolgHch sind die Componenten der 
von Jf| auf ausgeübten Kraft ordinären Ursprungs yon 
der Form: 



0 



(24.) r.' — -".-»f.^- 

wo iJq, r„ und o:,, y,, e^ die Coordinaten von il/,, und J/, bezeich- 
nen, und f(r) eine Function der zwischen und Mi vorhandenen 
Entfernung r vorstellt. 



•) Die Hauptabtiicht hei dieser Heproduction besteht darin, einigermaesen 
einzuleiten in den Geliraiich der im Vorhergehenden eingeführt/en neuen Be- 
zeichnungsweiBen , deren Zwcckmiiseigkeit sich wohl bald in deutlicher Weise 
herMustellen dürfte. 



Digitized by Google 



Die Kräfte ordinSien Ursprungs. 



23 



Befolgten die ordinären Eroffce das Newton'sche Gesetz in voller 

Strenge, so würde /'(r) sein, unter K eine positive Coustaute 

▼erstanden. Das genannte Gesetz bedarf indessen [vrie aus den Er- 
soheimingen der Cohasion, Gapillaritat und Elastidlat deuÜioh lierror- 
gelitj för sehr kleine Entfernungen einer gewissen Modification. 
Uns^ Betraclitungen aber sollen sich erstrecken auf sämmtliche 
in dem gegebenen System Yorhandenen ordinSmi Kräfte, also z. B. 
auch auf diejenigen, durch welche in ein und demselben Körper zwei 
benachbarte 'Massenelemente mit einander verbunden sind. Dem- 
gemäss wird in den Gomponenten (24.) unter f{f) eine Function zu 
verstehen sein, welche nur für beträchtliche Werthe von r identisch mit 

— — y fElr sehr kleine r hingegen von noch unbekannter Beschaf- 
fenheit ist. 

Den Compouenten (24.) entsprecheud, ist der Ausdruck 

das ordinäre Potential der beiden Elemente M.^ Jf| auf einander; 
folglieh der Ausdruck 

(26.) 0 4 -£2; M^My^ /(r) 

zu bezeiehnen als das ordinäre Potential des ganzen Syste- 
mes auf sich selber*). 

Bezeichnet nun 

dasjenige Quiintum lebendiger Kiaft, welches während der Zeit dt von 
ifi in hervorgebracht wird, und bezeichnet insbesondere 

denjenigen Theil dieses Quantums, welcher seine Entstehung ver- • 
dankt den von üf, auf ausgeübten Kräften ordinären Ursprungs 
^\ ^oS '^o' (2^*); 80 ergiebt sich sofort (vgl. pag. 12, 13): 

(26.) (<ir,')o.d.ü. — Xo'ÄaJo + To^^^y« + ^o' 

wo d^Q, rfi/j, dz^ diejenige Verrückung repräsentiren, welche Mq wäh- 

*) Es soll nämlich in dor Formel (•25.) zunächst die eine Stimmation 27 l)ei fost- 
gehalteijom ausgedehnt sein liljer sämmtliche im ganzen System vorhandenen 
Elemente sodann aber zweiteu8 die andere Summation L ausgedehnt sein 
über aUe Jedes Elementenpaar wird also doppelt vorkommen im Anadrndc 
^'Sf hingegen nur einmal im Ausdruck \ S2, In solchem Sinne soll das Zeüdken 
SS in Zukunft stets verntanden werden, sobald es sich um Elemente handdti 
von denen jedes jede beliebige Lage im gegebenen Systeme annehmen kann. 
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rend der Zeit di in Wirklichkeit erleidet / Hieraus folgt durch 
Substitatioii der Werthe (24.): 

(27.) (dro')o-.n. M,M, (^Mä^, + ^^ Uy^^ ^JÜ^^ 

31, . dj{r), 

wo d^fif) dun partiellen Zuwachs \oiif\r) vorstellt, genommen nach 
der Verrückung von 3/,,, d. h. denjenigen Zuwachs, welchen f(r) wiih- 
rend der Zeit dt erleiden würde, falls man, ohne die Bewegung von 
• Jtfg iigendwie zu alteriren, die Bewegung von Jf| während dieser Zeit 
sisidren wollte. 

Eine mit (27.) analoge- Formel ergicbt sich offenbar, wenn man 
umgekehrt die Wirkung von Mq auf üf, in Betracht zieht. Sie lautet: 

(28.) (^/2V')„r„.rs M,M, . dj\r), 

wo d^f{r) den partiellen Zuwaidis von f\r) bezeichnet, gcnommeu 
nach der Verrückung von il/,. 

Aus (27.) und (28.) folgt durch Addition:^ 

(29.) {dT,' -f f?r,«Wü, M^M, . df{r), 

wo df{r) = d,/{r) -\- d^f{r) den totalen, d. i. während der Zeit dt 
wirklich erfolgenden Zuwuchs von f{>) vorstellt. 

Denkt man sich nun die üleichung (29.) der Keihe nach auf- 
gestellt für je.dwedes Elementenpaar M^^, des gegebenen 8y stein s, 
so gelangt man durch Addition all' dieser Gleichungen zu folgender 
Formek 

(30.) («ilWü. « - 1 2727 Jf^ Jf, äf(r) , 

wo die linke Seite den zu berechnenden Term (23.) repräsentiri Aus 
(30.) und (25.) folgt nun aber sofort: 

(31.) (iiT)o«Lü. — - dO. 

Somit ist der verlangte Nachweis geführt^ nämlich dafgethatt, dass 
jener Term (23.) ein Tollständiges Differential ist 

Beiläufig folgt aus (31.), dass die Irüher (pag. 21) mit bezeich- 
nete Fnnction identisch ist mit 0, <la.ss also das ordinäre Postulat 
identisch ist mit dem ordinären Totential. 

I« 6. Ueber diejenigen ponderomotorlsehen und elektromotorlBelien Krftfley 
welehe elektFeBtBtischeB ürspnuigs sind. 

Diejenige Quantität von Iebeii(li«2;er Kraft und Wärme, welche wäh- 
rend der Zeit dt im gegebenen bj-steme hervorgerufen wird speciell 
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durch die Kräfte elektrostatischen Ursprungs, Ist im Vorher- 
gehenden, in (20. b), bezeichnet worden mit 

(32.) (dT+deW.u.. 

Es soll nnn hier gezeigt werden, dass diese Quantiföt (32.). ein voll- 
ständiges Differential ist. 

Die repulsive Kraft, welche zwei elektrische Massen 
und fl^ in der Entfernung r auf einander ausilben, hat^ 
nach dem von Coulomb gugebeneii elektrostatischen 
Grundgesetz, den Werth: 

(88.) -'^I^>'t^i 
und es wird daher der Ausdruck 
(34.) f^of*, <p(r) 

zu bezeichnen sein als das elektrostatische l'oteutial der 
beiden Massen und 

Gewohnlich pflegt man dabei ip(r) schlechtweg » - zu setzen. 

Ebenso aber, wie das Newton'sche Gesetz fQr sehr kleine Entlcr- 
nangen einer gewissen Modification bedarf, ebenso erscheint es sehr 
möglich, dass einer analogen Modification vielleicht auch das Coulonib'- 
sche Gesetz bedürftig ist. Der grösseren Allgenieinheit willen mag 
daher im Folgenden unter q){r) eine Function verstanden sein, welche 

nur für beträchtliche Entfernungen identisch mit ~, für sehr 

kleine Entfernungen hingegen von noch unbekannter Beschaffen- 
heit ist. 

Das Coulomb'sche Gesetz giebt an und für sich noch durchaus 
keinen Aufschluss über die eigentliche Wirkung der in Rede 
stehenden Kräfte; und es bedarf daher, um das Gesetz überhaupt 
branchbar zu machen, irgend welcher accessorischer Annahmen. Die 
iI}]»othesen, deren man in dieser Beziehung sich zu bedienen pÜegt, 
sind folgende: 

Erste Hypothese. Die jiondoroiuotorische Kraft elektro- 
statischen Ursprungs Ji, mit welcher zwei pouderal)le 
Massenelemente 3/,, und M^ auf einander einwirken, ist 
jederzeit identisch mit derjenigen Kraft, welche, nach dem 
Coulomb'scheu Geletz, stattfindet zwischen ihren augen- 
blicklichen elektrischen Ladungen. 

Nach (33.) wird also jene Kraft Ii den Werth Laben: 

(35.) n — 
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falls man die Eiitt'ermin«; dm- ])pifl('U Elrmcntc il/„ und 3I^ von ein- 
ander mit r, und ihre augeublickliciieu ülektrischen Ladungen mit fi^ 
und fl^ bezeichnet. 

Zweite Hypotliese. Die elektromotorische Kraft elektro- 
statischen Ursprungs di, welche 3/, hervorruft in irgend 
einem Punkte Mio des Elementes Jlf„, ist jederzeit identisch 
mit derjenigen Kraft, welche, nach dem Coulomb'schen 
Gesetz, stattfindet zwischen der augenblicklichen elek- 
trischen Ladung von M^ und einer in jenem Puncte nsn con- 
centrirt gedachten El ekt ricitätsmenge Eins. 
• Nach (33.) hat also die in Rede stehende Kraft fft den Werth: 

(3fi.) 9t = - 

WO r und fi, dieselben Bedeutungen haben wie in (35.). Denn da 
ein Punct des Elementes M^, die Elemente Mq und üf) aber unend- 
lich klein sind, so wird die Entfernung zwischen und lf| dieselbe 
sein, wie zwischen und Jlf,. 

Die zweite dieser Hypothesen dürfte Kirchhoff*) zuzuschreiben 
sein, andererseits dürfte die erste, wenn auch vielleicht niemals mit Be- 
stimmtheit ausgesprochen, doch wohl als eine allgemein übliche 
zu bezeichnen sein. 



Es seien .1 und irgend zwei Kijr|ter des gegebenen .Systems, 
und es mögen die einzelnen |»onderal)len Masstaielemente von A mit 
mit diejenigen von 7> mit 71/, l)enannt sein. Sind und ^^ die 
augenblicklichen elektrischen Ladungen von Jlf„ und 3I^, so wird da« 
elektrostatische Potential dieser Elemente auf einander durch den Aus- 
druck (34 ), folglich das elektrostatische Potential der beiden Körper 
A und B auf einander durch 

(37.) ÜAB^££ fi„ft, q^(r) 

dargestellt sein, die Summation ausgedehnt über alle Elemente von 
Af und über alle Elemente von JB, üm in diesem Ausdruck (37.) 
an Stelle der elektrischen Massen fi»; f^i <^^e elektrischen Dichtig- 
keiten einzuführen, schicken wir folgende Betrachtungen voran. 

Ein beliebig gegebener ponderabler Körper kann immer in einzelne 
Elemente M^^ und in solcher Weise eingetheüt gedsrcht werden, 
dass die Elemente M^^ im Innern liegen, die Elemente Jf hing^en 
zusammengenommen eine längs der Oberflache hinlaufende Schicht von 



*) Kircbhoff: Ueber eine Ableitong des Obm*8Chen Geaeteea, weldie sich 
an die Theorie der ElektroBtatik anBcUieni (Pogg. Annal. Bd. 78, pag. 806.) 
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unendlich geringer Dicke Dh bilden, (i leichzeitig wird daljei jedes 
einzelne Element il/'^'' angesehen werden können als ein kleiner Cy- 
lindor, welcher jene Dicke Dh zur IT()he, und ein Oberfiächenelement 
Do des Körpers zur Basis hat. — Sind nun in irgend einem Zeit- 
augenblick fi*" uiifl |uV'> die elektrischen Ladungen zweier Elemente 
und M^^'\ so wird offenbar: 

hingegen 

^(>k) = £Dv4- f Do 

sein. Hier bezeichnet D v das Volumen yon M^*^, respective von 
und e die räumliche Dichtigkeit der in M^'^, respeciive Jlf(*> ent- 
haltenen elektrischen Materie; ausserdem bezeichnet Do die Basis des 
(cylindrischen) Elementes M^*\ und 7 die Flächen- Dicht^keit der 
auf Do vorhandenen elektrischen Materie. — Der Werth yon 
kann übrigens, weil daselbst D? » Do . DA ist, auch so geschrieben 
werden: 

<t<*)-!«(«DÄ+T)Do, 

oder weil sDh gegen T verschwindend klein ist^ auch so: 

u(^» =TDo. 

Wir haben also schliesslich die Formein: 



J/tf) = £ Dv, 



Diese beiden Formeln aber können zusammengefaest werden zu der 
einen Formel: 

fi — OH, 

&]ls man nämlich unter 0 die Gollectivbezeichnung für Dv, Do, 
andererseits unter H die Gollectivbezeichnung für f, T versteht. 

Denkt man sich das hier beschriebene Verfihhren in Anwendung 
gebracht auf die gegebenen Körper A und B, so ergeben sich für die 
m irgend zwei Elementen und Jtf| dieser Körper augenblicklich 
enthaltenen Elektridtätsmengen und die Darstellungen: 

('S-) - ':iS:S:: 

Hierdurch geht die Formel (37.) über in: 
(39.) Uab — OoO, HoHi q>{r). 



Nach diesen Vorbereitungen mag nun endlich näher eingegangen 
werden auf die eigentliche Aufgabe. £s seien 

(40.) (dT^')aMLü. und (/?e«*Wu. 

diqenigen Quantitäten von lebendiger Kraft und Wärme, welche das 
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Element während der Zeit dt vermöge seiner Kräfte elektrostati- 
schen Ui-öprimgs hervorruft im Elemente M^^. Dann ist (vergl. 
pag. 12) : 

(41.) (dTo%,».u. « X^'dx^ + Y^'dy^ + ^o'<^*i», 

wo <1j\^, (Ifj^^, <fr„ die Verrückung des Elementes 3/„ während der Zeit 
dt vorstellen, und wo X,,', 1",', X,,' flie Conij)onenten der in (35.) ge- 
nannten ponderumutorischen Kratt Ii vorstellen. Es ist also: 

VI aa ^0-^^' a a ?^ 

-5r 7 ^» 

wo x'q, Pq, «Tq und y^y jer, die Cooidinaten vonM^ und beaeieh- 
neD, r ihre gegenseitige Entfernung, endlich |Iq und ihre augen- 
blicklichen elektrischen Ladungen. Aus (41.) und (42.) folgt: 

(43.) (dT.'Wir. {11^ dx» + g rfy, + <?^„) , 

WO 9 zur Abkflrsung steht fQr g>{ry Hieraus endlich folgt durch 
Substitution der Werthe (38.) 

(44.) (dT.^Uuvn OoO, HoH, (g dx, + g dy, + J^^^o). 

Denkt man sich nun diese auf zwei Elemente bezügliche 
Formel der Reihe nach hingestellt für jedwedes Elementenpaar Jlf„, 
My der beiden Körper Aj B, jedoch immer der Art, dass zu 
Jf, zu B gehört; so gelangt man durch Addition all' dieser Formeln 
zu folgendem Ergebnisse: 

(46.) (rfT^^WD. SS 0.0, H.H,(|jd*.+ ^dy^ + ^4z), 

wo die linke Seite dasjenige (Quantum lebendiger Kraft vorstellt, wel- 
ches der Kijrper B während der Zeit dt vermöge seiner Kräfte elektro- 
statischen Ursprungs hervorruft im Körper A, 

Was ferner die in (40.) genannte Waimequantitat betrifft, so er- 
giebt sich sofort (yergl. pag. 14): 

(46.) (ri?(?o0eut.u.= Dvo (.^o'iio + 2)o'»o + äü' i^ü) fit' 

wo Dvq das Volumen von M^j femer ito^ K)oi )Oo die in Jlf g augen- 
blicklich vorhandenen elektrischen Strdmungscompouenten, endlich 
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Vi ^o') .3o' ^® Gomponenten der in (36.) genannteii. elektromotori- 
sehen Kraft 9t Torstellen. Diese Bezeichnongen. Uq, t)«^ XOq und 3EoS 
Do'* JBo' mögen bezogen gedacht werden auf ein Axensystem, welches 
mit der ponderablen Blasse des Körpers A in starrer Verbindung ist 

Nach (36.) ist 91 = — ft, Die Componenten aio', ÖoS 3o* 

dieser Kraft habeu daher die Wertlie; 

^0 Xo7 Vn* So vmd Xp t},; die Coordinaten von und M, bezeich- 
nen mit Bezug auf das eben genannte Axensjstem. Aus (46.) und 
(47.) folgt: 

(48.) = - Dv« . f*, (g + V« -f Ij 

oder durch Substitution des Werthes (38.): 

(49.) idW)^v.= - Ov. . 0, H.g^^ u, + || ». + 1^ w.) rfi, 

WO 9 zur Abkürzung gesetzt ist für cp (r). 

Denkt mau sich nun diese; auf irgend zwei Elemente M^^, Jl/, der 
Körper A, B bezügliclie Foruiel (49.) der Reihe ntich aufgestellt für 
jedwedes Elementenpaar der beiden Körper, so gelangt mau durch 
Addition all' dieser Formeln zu folgendem Resultat: 

(60.) (d«/')-«.0. dt.Si: DT,0,H,('?.t„ + |%„ + ^f»A 

wo die linke Seite dasjenige Quantum Wärme reprasentirt, welches der 
Körper B während der Zeit dt vermöge seiner Krafte elektrostatischen 
Ursprungs hervorruft im Körper A, 

Die Formel kann, wenn man zur augen])licklichen Abkürzung 
den (dem Körper A zugehörigen) Index 0 überall fortlässt, auch so 
geschrieben werden: 

(51.) (rf^^%K.ü. ctt.270,H, [2;Dv(|| u + + || to)]. 

Von den beiderlei Integrationen nach 0, und nach Dv, welche hier 
in Betracht kommen, lässt sich die letztere nach bekannter Methode 
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weiter behandeln. Setzt man nämlich das Volumeleinent Dv « Dj: D\) D5; 
so erhalt man sncceaaiTe: 

^D.(|^«+..)=/JJD.D,D,e^, + ..), ■ 

«— ^^1)0 9 [ucos (N, ):) + ..] 

- jjywi>9 DJ +...). 

wo Do das Oberflächenelement von A, und N die innere Normale Ton 
Do beseichnet Hieraas folgt mit ROcksicht auf die früher entwickel- 
tem Relationen [(9.ay b) und (14.8, b), pag. 4, 5) sofort: 

oder was dasselbe ist: 

oder wenn man für Dv, \)n die vorliin oiiiget'ührie ('ollectivbezeicli- 
nimg 0; ebenso für £, £ die CuUectivbezeichuung H in Auwendimg 
bringt: 

Somit folgt aus (51.) 

(52.) (f/ üa — — . 0, H, [z 0 '^^ 9], 

— -^2: 00|(rfH) H,9>, 

oder wenn man den unterdrückten Index () restituirt: 
(53.) (^e-i%.t.u. - - 2?2; 0« 0^ (flfHo) H, <p. 

Durch Addition der Formeln (45.) und (5^.) folgt: 

(54.) idT^^+dQ,^Uuun=^ 2:2: 0,,0,^,H,Q^clx, + l^^^^^^ 

OoO,(fl[Ho)H,V; 

Diese Formel aber erlangt, mit Uücksicht auf den für das Pyleniial 
üjß gefundenen Werth (i>9.): 
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sofort die einfache GeBtaltiuig: 
(55.) (dTA^ + dQA^Ui.v, -^-dA ÜAB. 

Man erkennt nämlich leicht^ dass die rechte Seite jener Formel (54.), 
abgesehen Yom Vorzeichen, denjenigen partiellen Zuwachs Uab dar- 
stellt, welchen das Potential ü^ß w&hraid der Zeit dt annehmen 
würde, falls man die Aenderungen, welche der Körper B hinsichtlich 
seiner räumlichen Lage und seines inneren Zustandes wahrend der Zeit 
dt erleidet^ zn Null machen, den Körper A hingegen in beiderlei Be- 
ziehung denjenigen Aendemngen fiberlassen woUte, welche er während 
der Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. Es erscheint angemessen, diesen 
Zuwachs dj Uab zu bezeichnen als den partiellen Zuwachs, genom- 
men nach dem Körper A. Die Formel (55.) enthält ftlaHwim fol. 
gendea Satz. 

Die Tom Körper B während der Zeit c^^^yermöge seiner 
Kräfte elektrostatischen Ursprungs im Körper A hervor- 
gerufene Quantität von lebendiger Kraft und Wärme ist 
abgesehen vom Vorzeichen immer gleich gross mit dem der 
Zeit dt entsprechenden partiellen Zuwachs des elektro- 
statischen Potentiales der beiden Körper auf einander, 
genommen nach Ä. 

Analog mit (55.) wird sich olfeubar ergeben: 

(56.) {dTM^ + dQB^'Un^v* « - rf* Üab^ 

Durch Addition von (55.) und (50.) folgt sodann; 
(57.) (dT/* + dTM^ + dQ^ + dQB^)^jj. ^^dÜAB, 

wo dUAh das vollständige Differential von U^b, d. i. denjenigen 
Zuwachs vorstellt, welchen Üab während der Zeit dt in Wirklich- 
keit erfährt. — Sind nun A, B, C, . . x die einzelnen Körper des 
gegebenen Systemsj, so werden sich mit (42.) analoge Fonnelu orgelten 
l'iir A, (\ für Ii, C, u. s. w., überhaupt für jedes Körperpaar. Diese 
Formel (57.) kann in Worten so ausgedrückt werden: 

Die Quantität von lebendiger Kraft und Wärme, welche 
die beiden Körper A und B während der Zeit dt, vermöge 
ihrer Kräfte elektrostatischen Urs|)rungs, wechselseitig 
in einander (der erste im zweiten und der zweite im ersten ) 
hervorrufen, ist abgesehen vom Vorzeichen immer gleich 
gross mit demjenigen Zuwachs, welchen das elektrosta- 
tische Potential der beiden Körper auf einander während 
der Zeit dt in Wirklichkeit erfährt. 

Dabei ist zu beachten (was auch in der gewählten Ausdrucksweise 
so gut wie möglich anzudeuten versucht ist); dass bei der genannten 
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Quantität nicht mitgereclmet ist diejenige Menge Ton lebendiger 
Kraft und Wärme, welche der Körper A wälirend jener Zeit, ver- 
möge der in ihm vorhandenen Erafte elektrostatischen Ursprupgs, 
in sich selber hervorraft, ebenso wenig die entsprechende Menge 
für B, 

Es bleibt noch fibrig, diejenige Quantität von lebendiger Kraft und 
Warme zu ermitteln, welche iigend ein Edrper des Systems, und zwar 
verrä5ge der in ihm vorhandenen elektrostatischen Kräfte, in sich selber 
erzeugt Zu diesem Zwecke denken wir uns mit dem Korper A in 
Superposition einen zweiten K5rper a, welcher seiner Form und seinem 
inneren Zustande nach mit A völlig identisch ist; dann ergiebt sich 
aus (57.): 

(58.) (d J^" 4- d + d Qa'' + U (^„^)eiMt.v. ^-dUja, 
oder (was offenbar dasselbe ist): 
(ö9.) (2(iIV H- 2d<^A^)^u, dUAu. 

In Folge der Identiföt zwischen A und a kann statt Üau auch geschrie- 
ben werden Uaa] jedoch repriisentirt alsdann dieses Üaa, wie man 
leicht übersieht, nicht das elektrostatische Potential des Kdrpe^ 
A auf sich selber, sondern den doppelten Werth desselben. Be- 
zeichnet man also das elektrostatische Potential des Körpers A auf 
sich selber mit Ua, so wird jenes Uaa^^'^Üa sein. Somit folgt 
aus (59.): 

(60.) {^Ta'' -I- d^A^^U^v. ^ — idUAA-^-d Ua. 

Diese Formel (60.) fCihrt zu folgendem Satz: 

Die Quantität von lebendiger Kraft und Wärme, welclie 
der Körper A während der Zeit dt vermöge seiner Kräfte 
elektrostiit isclieii Ürs]>ruugs in sich selber hervorruft, ist 
abgeselie^i vom Vorzeichen gleich gross mit demjenigen 
Zuwachs, welchen das elektro.stati.sclie Potential des Kör- 
pers auf sich selber während der Zeit dt in Wirklichkeit 
erfährt. 

Denkt man sich die Formol (57.) der Reihe nach aufgestellt für 
jedwedes Körj)erpii!ir des gcgelx'iieii Sysfemes, und aiidcrerseifs die For- 
mel (60.) der Keilie nnch gebild^'t für jedwedc^n eiuzflneii Körper des 
Systemes, so gelangt man durch Addition all dieser Formeln zu fol- 
gendem I^ultat: 

(61.) (dT + de)*tat. ü. — — O; 

wu links diejenige Quantität von lebendiger Kratt und Wärme sich 
vorfindet, welche im ganzen Systeme, und zwar in Folge der elektro- 
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sfadasehen EriLfte^ entwickelt worden ist mehrend der Zeit dt, und wo 
andererseits U das elektrostatische Potential des Systems auf sich selber 
Torstellt. 

Hiermit ist der verlangte Nachweis «^eliilirij näinlicli dargethan, 
dass die iu (32.) geuaiinte Quautit4it ein vollständiges Differen- 
tial ist. 

Beiläufig folgt übrigens aus ('U.), dass die von uns früher (pag. 21) 
mit 3fi bezeichnete Function identiscli ist mit U, dass also das elektro- 
statische Postulat des gegebenen Systeme» identisch ist 
mit seinem elektrostatischen Potential. 



f. 9* nas aas den angegebenen Erörterungen für die KrSfte elektre- 
dynanischen Urspruifs siek ergebende Besnltat. 

Durch die beiden letzten Paragraphen ist der Beweis geliefert für 
die Richtigkeit unserer früher (pag. 21) ausgesprochenen Behauptung, 
ditös die QuaDtitäteu 

Us 

und 

▼ollständige Differentiale sind, also mit Bücksicht »of die damals 
angestellten Erörterungen nachgewiesen, dass die Quantität 

ebenfalls em vollständiges Differential sein mnss. 

Um das in solcher Weise erhaltene Besultat in abgerundeter Form 
hinstellen zu können, mttssen wir eingedenk sein derjenigen Voraus- 
setzungen (pag. 18), welche in Betreff des behandelten Systemes unserer 
Untersuchung zu Grunde gelegt waren. Alsd^n ergiebt sich für jenes 
Resultat folgende Ausdrucksweise : 

Betrachtet man ein System von beliebig vielen Kör- 
pern, Virelches (durch von Augenblick zu Augenblick erfol- 
gende Wärmeableitungen) in constanter Temperatur er- 
halten bleibt, welches aber sonst, abgesehen von irgend 
welchen (an Fäden wirkenden) äusseren Zugkräften, sich 
selber überlassen ist, so wird diejenige Quantität Ton 
lebendiger Kraft und Wärme: 

.üa 

welche das System währendeinesZeitelementesd^, yermöge 
seiner Kräfte elektrodymmiiseheii Ursprungs, in sich selber 

Xeuai»nn, 4ie oldctrlachea Kzftft«. 3 
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herTorrufty immer das yollständige Differential irgend 
einer Function sein, welche lediglicli abhängt von der 
augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes. 

Von diesem Satee soll nun weiterhin Gebrauch gemacht wer- ' 
den zur Erforschung der noch ziemlich unbekannten Kräfte elektro- 
dynamischen Ursprungs. Es soll also hier zur Erforschung dieser 
KiSfte eine Methode eingeschlagen werden, derjenigen ähnlich, welche 
bereits tot langer Zeit zur näheren Untersuchung der Eigenschaften 
der Gase in Anwendung gebracht ist. 

Bemerkung. — Selbstverständlich wird der eben gefundene Satz 
nur dann anwendbar sein, wenn das betrachtete System aus lauter 
homogenen Conductoren besteht, und nirgends eine Berührung vor- 
handen ist zwischen Conductoren verschiedener Substanz. Denn an- 
dernfalls würden , ausser den von uns in Rechnung gebrachten Eiüf ten 
elektrostatischen und elektrodynamischen X'rs])rung.s, auch noch die- 
jejiigen elektrischen Kräfte zu berücksichtigen gewesen sein, denen 
die sogenannten hydroelektrischen und thernioclektrischen Strinne ihre 
Entstehung verdanken. — Aber unsere HuMptaulgabe besteht in der 
näheren Erforschung der Kräfte elektrodynamischen Ursprungs: 
und um bei Verfolgung dieses Zieles das Hineintreten neuer und un- 
nöthiger Schwierigkeiten zu vermeiden, soll in der That im Folgenden 
an der Voraussetzung festgehalten werden, dass das betrachtete 
System aus lauter homogenen Conductoren besteht, und 
nirgends Conductoren verschiedener Substanz mit einan- 
der in Contact sind. 
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Zweiter Absclmitt. 

Ueber die g-egen.seitio-e [joiideroinotorische Kinwirkuiig- 
zwischen zwei iiueareii Leitern, welclie durcliiioääeu sind 

von elektrischen Strömen. 

Das von Amp&re fSr diese Eimvirkunpr uufgestelltf Elcraentargesetz und die 
aul dieses Gesetz basirte Theorie werden, in etwas erweiterter Gestalt, vou 

. Neuem dargelegt. 



|. 8« IHnrstelliiBf der tom Ampere gegebeneii Theorie in etwM ' 

erweiterter Qettalt. 

A mpi'fe stellte sicli die Auftj;a])e, die ponderoniotorische Einwir- 
kung zweier elektrischer Stroiiielement»^ auf einander zu ermitteln^ und 
ging dabei aus von gewissen Prämissen, die theilsweise allerdings eine 
Stütze finden in den Krgebiiissen seiner experimentellen Unter- 
suchungen, strenge genommen aber als mehr oder minder hypothe- 
tisch zu bezeichnen sind. Diese A tu p e r e'schen Prämissen oder Hy- 
pothesen mögen alle, mit Ausnahme einer einzigen *), adoptirt werden. 
Es mögen nämlich unsere Betrachtungen ihren Ausgang nehmen von 
folgenden Annahmen : 

(1) Erste Hypothese. Die ponderomotorische Kraft, mit 
welcher zwei Stromelemente Ds und D«| auf einander ein- 
wirken, fällt ihrer Richtung nach zusammen mit der Yer- 



*) Diejenige der Amp^re*8chen Hypothesen, welche hier noch fehlt, kann 
am Einrachsten so uusgesproclien werden: 

Hypothese. Die ponderomotorische Wirkung zw eier elektrisclieu 
Stromelemente aufeinander ist, falls mau die Winkel, welche die 
Elemente mit ihrer Verbindungslinie and mit einander einsohliesaen, 
eonttant erhftlt, umgekehrt proportional mit dem Quadrate ihrer 
Entfernung. 

Es erscheint sehr möglich, duss dieyo IlypothoBO — ähnlich dem Ncwton- 
silien CiOäetz — nur annehmbar ist für beträchtliche Kntfcnnaigen , nicht aber 
m äolchen Füllen, wo die Entieruuugen äusserst klein sind. Hierin liegt der 
Grand dafür, dan wir diese Hypothese vorläufig auagesohlossen haben. 

S* 
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bindu ugslinie der beiden Elemente, Sie ist proportional 
mit den Längen Ds und Ds, der beiden Elemente, und ab- 
gesehen von diesen Factoren nur noch abhängig von der 
relativen Lage der beiden Elemente und von ihren Strom- 
stärken. 

(2.) Zweite Hypothese. Sie ist mit jenen Stromstärken 
J und J, proportional; und schlägt also in ihr Gegentheil 
am, sobald in einem der Elemente die Stromrichtung am> 
gekehrt wird. Sie ist für zwei zu ihrer Verbindungslinie 
senkrechte und zu einander parallele Stromelemente at- 
tractiv im Falle gleicher, repulsiT im Falle entgegen- 
gesetzter Stromrichtung. 

(3.) Dritte Hypothese. Ein Stromelement J^Ds^ kann, 
was seine ponderomotorische Wirkung auf ein anderes 
Stromelement betrifft, ersetzt werden durch seine recht- 
winkligen Componenten JiT>x^, ^i^tftf '^t^^fv 

(4.) Vierte Hypothese. Die Wirkung eines geschlosse- 
nen Stromes auf ein einzelnes Stromelement steht gegen 
letzteres senkrecht. 

Es seien a und h zwei Stromelemente; a stehe senkrecht gegen 
die gegebene Ebene MN, und habe seinen Mittelpunkt in derselben; 
andererseits besitze h eine beliebige Lage. Zwei zu a und h in Bezug 
auf MN symmetrisch gelegene Stromelemente seien bezeichnet mit 

a und b'] so dass also z. B. 
a'f abgesehen von der ent- 

* gegengesetzten Richtung, 
identisch ist mit a selber. 
Alsdann wird offenbar die 
Kraft Ii zwischen den Ele- 

^ u ^ menten n, h gleich gross 
sein mit derjenigen Kraft 
Bf welche stattfindet zwi- 
schen ?/; was ange- 
^ deutet sein mag durch die 

* Formel: 

Nimmt man statt 6 ein in der Bhene MN gelegenes Element c, so 
fftllt gleichzeitig auch b' zusammen mit c; und man erhalt also: 

(6.) M (a, c) = E (a, c). 

Nun ist aber nach der Hypothese (2.): 
(7.) Ä (a, c) — Ä (a\ c). 



Fig. 4. 



4 
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Ans diesen beiden Fonneln (6.)> (7*) folgt sofort: 

(8.) ü(a, c) = ü(a, c)«0. 

D. h. die Wirkung zwischen zwei Stromelementen ist immer Null, 
wenn das Eine in einer Ebene sich befindet, die dnrch das andere 
senkrecht hindurchgeht*). Oder anders ausgedrSckt: 

(9.) . . . Bezeichnet r die Verbindungslinie zweier 
Stromelemeute, so wird die Einwirkung der beiden Ele- 
mente auf einander immer Null sein, sobald das eiiirj senk- 
recht steht gegen die durch das andere und durch r Bich 
bestimmende Ebene. 

Vermöge dieses Satzes (9.) und der Hypothesen (1.), (2.), (3.), 
(4.) wird es nun möglich sein, die von zwei beliebig gegebe- 
nen Stromelementen auf einander ausgefibte Wirkung näher zu be- 
stunmen* 

Zunächst ist diese Wirkung nach (1.) proportional mit den Längen 
D«, D^i und mit den Stromsförken J, der beiden Elemente; also 

(10.) B (Ds, Ds,).»- JDs , JDs, . 

y 

wo P abhängt von der relativen Lage der beiden Elemente, d. i. von 
ihrer Verbindungslinie r, von den Winkeln 
^, ■9"j, unter welchen sie gegen r, und vou 
dem Winkel s, unter welchem sie gegeneinan- 
der geneigt sind. Somit ist zu schreiben: 

(11.) B (Ds, Ds,) — JDs . J, Ds, . P (r, ^, ^„ «). 

Bilden die Elemente Ds, Ds, mit ihrer 
Verbindungslinie r zusammen ein und dieselbe 
gerade Linie, oder sind sie andererseits senkrecht 
gegen r und parallel zu einander, so werden 
an Stelle der unbekannten Function 

P (y, d,, fi) 

folgende speciellere Fälle derselben zur Geltung 
kommen: 



*) Es ist Dftiiilioli (mit Besag auf Figur 4) wohl so beacihtaii, dsu das Ele> 
nidiit b eine beliebige Lage im Baume, und folglioh daa Element e eine belieinge 

Lage in der Ebene 3fN licsitzt. Denkt man sich also in der Ebene MN die 
Verbindungshnic r der beiden Elemente a und c constniirt, so wird die Richtung 
vou c keineswegs zusammenfallen mit r, sondern im Allgemeinen gegen r unter 
irgend welchem Winkel geneigt sein. 
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P(r, 0,0,0) -in 
<^-> P (r, i ;r, i jt, 0) - (>' (r). 

Diese spcciullen Functionen sind nur noch abhäugig von r, und dem- 
gemäss bezeiehnet mit Q{r) und Q{r), 



Die allgemeine Function P lässt sich reduciren auf die 
speeiellen Fanctionen q, — Um solehes darzatiian^ führen 
wir ein rechtwinkliges Axensjstem ein, dessen x-Axe mit der Linie r 
zusammenfallt^, wahrend die y- und «-Axe beliebige Lagen haben, und 
bezeichnen die diesen Axen entsprechenden rechtwinkligen Compo- 
nenten von Ds und Ds, mit Dx, Dy, Dg und Dx^, D^„ Dg^, Als- 
dann ist nach der Hypothese (3.) 

(13.) ü(Ds, Ds,) = E{Ds, Dxi) + R^Da, 0^/,) + i2(D«, Dg^), 

und durch nochmalige Anwendung desselben Satzes: 

(14) R{Ds, Ds,) = JKD r, D.r,) -f Ji(l).r, D//,) + H{\) r. 

+ ü(Dif, Da;,) + E{Dz, Dy^) + ii(Di?, D-?,)- 

Von den neun Rmften rechter Hand sind aber, wie aus (0.) folgt^ alle 
Null mit Ausnahme der in der Diagonale stehenden; so dass man 
erhalt: 

(15.) R{D8,l)s^) = R{Dx, Da:,) -f- R{Dy, D>/^) + R^Dz, 

Endlich lassen sich die drei Kräfte, welch«' jetzt noch auf der rechten 
Seite stehen, leicht ausdrücken vermittelst der speeiellen Funtion |p. 
Man erhält nämlich aus (11.) und mit Bücksicht auf (12.): 

R(Dx, Dxi) — JDx . JiDXi . P (r, 0, 0, 0) = JDx . J^T)x^ . p(r), 
R{Dy, Dy,) = JDy . J, Oy, . P (r, i^r, )^7t, 0) =JDy. J, Dy, . ^(r). 
R ipg, Dz^) — JD« . J, Dj?, . P (r, i«, i«, 0) « JD^i . J, Dj», . Jf (r). 
Somit folgt 

(16.) J2(Ds, Ds^) = e^Ji [DxDx^ Q{r) -f (D^/ D^^ + Di»D^,) g(r)J, 
oder: 

(17.) JB(Ds, Dfi,) « /Ds . J,D«i [AA, ^(r) -f (BB, + rr,)S(r)], 

wo B, r und A|, die Bichtungscosinus von Ds und D3| be- 

zeichnen. Zufolge der Bedeutungen Ton d; 9^f s ist nun offenbü: 

A cos A| cos fr( , 

AA, + BBj -f rr, «cos e, 
BBj 4" « cosfi — cos d cos 
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Somit folgt: 

(18.) R (Ds, Dsi) ^JD8.J^ Ds, [cos d eos ^, . q (r) 

4- (cos s — cos ^ eos «9*^) q (r)]. 

Der hier in [ ] stehende Ausdruck repräsentirt, wie aus (11.) zu er- 
scheu, die zu erniittehide allgemeine Function P. Die Keduction 

derselben auf die speciellen Functioneii ^, q ist also vollendet. 



Die beiden Functionen g und g lassen sich reduciren 
auf eine einzige, ebenfalls nur von /• abhängende Function. 
— Um solches zu zeigen, schreiben wir zunächst die Formel (18.) in 
folgender Weise: 

(19.) B » JDs . J", Ds, [g(r) cos-Ö-cosO^^-f- Q W (cos« — cos^COsO'i)], 

wo 1{, um die Vorstellujig mehr zu fixiren, diejenige repulsive Kraft 
vorstellen soll, welche von D^, ausgeübt wird auf Ds, so dass also 
der Werth von R positiv oder negativ sein wird, je nachdem diese Kraft 
die Entfernung r zu vei^rössern oder zu verkleinern strebi 

Sind nun, mit Bezug auf ein beliebig gewähltes rechtwink- 
liges Axensystem x, y, b und x^, y^, die Goordinaten von Ds und 
Dsi, so ergiebt sich: 

= (o; - x,y + (2/ - y,f 4: ~ ^,)\ 

r - + (y - + (' - 

H a«, ^ ds dSx ds dSf ds a«, ds as, ' 

wo — und ^ Ditfereutiationeu nach den Richtungen der beiden Ele- 
mente Ds und D5] vorstellen sollen. Aus diesen Formeln ergiebt aber 
sich sofort: 

a T 

g- s cos d (vergl. Fig. 5 auf pag. 37), 

dr ^ 
de, 

ar ar , a»r 
dsdsi'^^dsds^'^ 

B^r 

' dsds^ — — eos « + cos#'cosdj.' 
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Somit folgt; aus (19.): 
(2Ü.) iJ-JD,.J,D^[-<;(r).|r|l_J(,).,^J^]. 

üieiür kauu geschrieben werden: 
(21.) B-JD,./,D.,.^'^i^, 

WO %, if neue Functionen von r sind, welche mit ^(r)» zusam- 
menhangen durch die Relationen: 

Zur Abkürzung sollen nämlich die Differeutialquotienten nach r durch 
Accente angedeutet werden. 

Um nun p oder (was dasselbe ist) %, auf eine einzige Func- 
tion zu reduciren, bringen wir die Formel (21.) in Anwendung auf 
diqenige Wirkung, welche ein geschlossener Strom auf ein einzelnes 
Stromelement ausfibi 

Der geschlossene Strom habe die Starke e7, , und sei, was seine 
Gestalt betrifft, repräsentirt durch die Peripherie ßyöß eines Kreis- 
segmentes, welches kleiner ist als der Halbkreis (Fig. 6). Mit die- 
sem Strome in derselben Ebene liege das zu betrachtende Ele- 
ment D.s. Dasselbe besitze die Stroin.stürke J, befinde sicli in irgend 
einem Puncte a, der mit den beiden EckeJi ß, y jenes Kreissegmentes 
in gerader Linie ist, und bilde mit dieser geraden Linie aßy einen 
rechten Winkel. 

Fig. 6. 

Bs 



Die von einem Elemente Di>, des Stromes ßy^ß auf Do aus- 
geübte Kraft Ii hat nach (21.) den Werth 

(23.) B — JDs..r,Ds,.^^|^. 

^ ' ^ ^ dr 08 öS, 

Sind nun P und Q die Qomponenten der von ßyöß auf Ds aus- 
geübten Gesammtwirkung, parallel und senkrecht zu Ds^ so ist: 
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.... P-27,(Bca84>), 



die Summation (oder Integration) 27, hinerstreckt über alle Elemente 
von ßyöß. Hieraus ergiebt sich, wenn man für cos -Ö" die Ableitung 
dr 

aodererseitB für B den Werth (23.) silbslitiiirt: 

(26.) P-i;(j'D,.J.D...||^-J^j, 

oder was dasselbe ist: 

(26.) 

WO für den Augenblick die beiden Ausdrücke ~ 3^ ^ ^ X' ^ 
^ — V'' 1^ mit u und v bezeichnet sein sollen. 

CS OS 

Nun ist aUgemein filr beliebige Funetionen u, v: 

dSi dSi ^ . as, \u/* 
also wenn für v die eben genannten Werthe substitairt werden: 

dv d(uv) , / ,dry d (il>\ 

Bienuu folgt weiter: 

-'^f +oc>'' G^yif.' 

+ A cos^ d cos 0^1 . 



as, 
a (uy) 



Denn es ist ja (vergl. pag. 39): — «= cos-O-, — = — cosO-,. Ausser- 

0 S o 

dem ist snir Abkfirznng der Ansdrn^ck (^'x' — xif')mit X benannt 
weiden. 

Somit folgt aus (26.): 

(27.) P — iB^di £^ (D«, . A cos* * cos d,). 

Nun bemerkt man (Fig. 6 auf pag. 40), dass der hier unter der Sujnnie 
befindliche Ausdruck X cos-'-S- cos für all' diejenigen Elemente 
verschwindet, welche der geradlinigen Strecke ßy angehören j 
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denn fiir all' dies«' Elemente ist 0- ein rechter Winkel. Es kann daher 
die Formel (27.) auch so geschrieben werden: 

(28.) P — ^il£i Zyiß (Ds, . k cos'-^ cüsit,), 

wo die Summation 2^<r/9 ntur noch fiber den Kreisbogen y^ß hin- 
erstreckt zu denken ist. 

Die yom Strome ßfdß auf das Element D« ausgeübte Gesammt- 
Wirkung steht , zufolge der Hypothese (4.), senkrecht gegen Ds. 
Die Gomponente P muss also Null sein. Somif erg^iebt sieh aus (28.) 
die Relation: 

(29.) 0 = 2^^^ (D*, . A cos^ % cos ^^), wo A = il,' i — % 4^". 

Das Product cos'^ ^ cos 0, ist für silmmtliclie Kiemeute Ds^ des Bogeus 
ySß von positivem Werth und verschieden von N ull *) (vergl. 
Fig. 6 auf pag. 40). Mit Rücksicht hierauf aber folgt aus der Formel 
(29.)^ dass die Function A identisch mit Null ist. £s mag solches 
näher dargelegt werden: 

Die durch X^i/j^" — j^^" definirte 6r5sse X ist, ebenso wie 
X, ^ selber, eine vorläufig unbekannte Function Yon r. Wie nun diese 
Function X auch beschaffen sein mag, immer wird sich das von 0 bis 
00 reichende (lineare) Wertbgebiet des Argumentes r in einzelne Inter- 
valle zerlegen lassen von solcher Beschaffenheit, dass X in jedem ein- 
zelnen Intervalle entweder überall positiv, oder überall negativ ist 
Irgend eines unter diesen Intervallen werde bezeichnet mit 
und mit Bezug auf dieses werde die Gestalt des Stromes ßydß und der 
Ort a des Elementes Ds so eingerichtet, dass aß^r^, aj^—irj ist 
Die Summe (29.) besteht alsdann aus Gliedern: Ds, X cos'^ cos^,, 
welche (ebenso wie die dem Intervall fj .... entsprechenden Werthe 
von X) entweder sämmtlich positiv oder sämmtlich negativ sind. Ans 
dem durch die Formel (29.) constatirten Yerschwinden der Summe 
folgt also, dass der Ausdruck X cos'O' cos^, längs des Bogens ydß 
fiberall verschwindet; dieses Verschwinden aber kann, weil oos'^ cos^, 
einen durchweg von Null verschiedenen Werth besitzi^ nur im Factor 
^ X seinen Grund haben. Somit ist dargethan; dass die Function X längs 
des Kreisbogens ySß überall verschwindet, oder (anders ausgedrückt), 
dass sie verschwindet für alle dem betraditeten Intervall r, . . . . 
angehörenden Argumente r. — Analoges wird nun offenbar sich be- 
weisen lassen ffir jedes andere der genannten Intervalle. — Folglich 
ist die Function X identisch mit Null, w. z. b. w. 



•) Allerdin^H ist. jenes Product gleich Null im I'iincte ß und im ruiicte y. 
Ducii ^v ird Lierduruli das Kesultat der aiisusteileudeu lu-örteruiigeu iiiclit afticirt 
werden. 
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Substituirt man für l seine eigentliche Bedeutung (29.), »o Yer- 
wandelt räch die eben erhaltene Gleichung A 0 in 

(30.) *'Z" - Z>" = 0. 

Hienos aber folgt sncceasiTe; 

i^log x_ d log tlf' 

dr dr ' 

logx « log^' + logC, 

(31.) X=Ctl>', 

(32.) ;K = C'V' + i>, 

wo C, D Constanten sind. 

Das Vorzeichen der Constanten C lässt sich leicht bestimmen. 
Wir betrachten zu diesem Zwecke irgend zwei Stromelemente D$, Ds, , 
welche gegen ihre Verbindungslinie r senkrecht, und beide von gleicher 
Richtung sind. Die zwischen diesen Elementen yorhandene repulsive 
Kraft B hat nach (19.) den Werth: 

(33.) 5 — JD«.«/,Dfi, . j?(rX 

weil 0- == -{>, l^r und f ^ 0 ist. Die Fornitd (S6.) aber kann iiiii 
Rücksicht auf (22.) auch so geschriebeu werden: 

(34.) B = JDs . D6, 

also mit Küeksicht auf (31.) auch so: 

(35.) B = c/Ds . Däi (— ^Jf *). 

Zut'olf^e rler Hyi)()these (2.) niuss alter die icpiilsivo Kraft R einen 
iH't^ativen Werth haben, weil in AVirküdiktit Anziehung statt- 
findet. »Somit fol«i;t aus (0;'),). d;iss die Constante C positiv ist. 
J^if mag demgemäss mit A-, oder besser mit ^ A ' bennnnt werden; 80 
dass also z. B. die Gleichung (31.) das Aussehen gewinnt: 

(36.) f-J = 8^^ g. 

ilichreiben wir nun die Formeln (10.), (l^*)» C^^*)* C^^*) Neuem hin, 
indem wir fiberall an Stelle von ^ den gefundenen Werth (36.) sub- 
stituiren, so erhalten wir: 
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B = JD« . J. Ds, . P, 

(37 ^ 

B — JD» . /, D«, [^(r) . coe^ cob*, 

Bezeichnen wir also die Differenz q (r) — p (r) sclileehWeg mit p (r), 

80 gelangen wir schliesslich zu folgendem Resulüit: 

Die (repulsiv ger(3chnete) pon deromotorische Kruft 
elektrodynamischen Ursprungs R, mit welcher zwei Strom- 
elemente JDs und (/|D5| auf einander eiftwirken^ besitzt 
den Werth: 

(38.a) J2-»/Ds. J, Ds, . P, 

wo die Fnnotion P naoli Belieben dargestellt werden kann 
durch: 

(38.b) p — ^eei + i?E, 

.-"fr(S)'-iS)']. 

oder auch dureh: 

' ar ÖS 

Dabei ist zur Abkflrsnng cos^«>6, coe^|»6i, C08«-bE 
gesetzt, wo ^, diejenigen Winkel bezeichnen, oiiter 
welchen Ds, Ds, geneigt sind gegen die Linie letztere 
gerechnet von D«, nach Ds hin, . während b den Neigungs- 
winkel von Ds gegen DS| repräsentirt. Endlich ist unter 
ilfmm ^(r) eine allein tob r abhftngende Function zu verstehen. 

Im Folgenden mögen diese Formeln (38.a, b, c) kurzweg 
bezeichnet werden als das von Ampere aufgestellte Elementar- 
gesetz, in etwas erweiterter Gestalt. In derTliut lässt sich 
leicht zeigen, dass diese Formeln in das genannte Gesetz 
übergehen, sobald man ^ = |/r macht. 
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Für if wird nämlich 

Hierdurch aber nehmen die Formeln (38.0, b, c) folgende (Gestalt an: 
(a9.a) ü = JDs. J, Ds, .P, 

(39.b) p — ^ee, -i-ifE, 

(39.C) ' p«44..^g^, 

Vergleicht man diese Formeln (39. a, b, c) mit dem von Ampere*) 
fftr die in Bede stehende ponderomotoriache Kraft gegebenen Ausdruck: 

min 2 

so zeigt sich, abgesehen vom entgegengesetzten Vorzeichen, in der 

That vollständige Uebereinstimmung, sobald unsere Constante J.^ 

gesetzt wird. Das entgegengesetste Vorzeichen erklart dch darans, 
dass Ampere**) die attraetiven Kiafte als positiv rechnet, während 
wir umgekehrt die repulsiren Kräfte als positiT au^elasst haben^ 
uid an dieser AufÜBSsnng auch weiterhin festhalten wollen. 

Vergleicht man andererseits die Formeln (39.a, b, c) mit der Ton 
meinem Vater gebrauchten Formel**'^): 

so zeigt sich ebenfalls, sobald «- ^ genommen wird, völlige Ueber- 
emstimmung. 

Die Constante in den vorliegenden Untersuchungen e= 1 zu 

setzen, erschien mir nicht ratbsam. Ich habe es vorgezogen, sie uu- 



•) Ampere: Theorie des ph^nom^nes elektrodynamiques unique- 
ment d^duite de Texperience. Paris. 1826. pag. 60. 
••) 1. c. pag. 28. 

***) F. Neumann: Die mathematisohen Oeaetse der indncirten 

elektrischen Ströme, vorgelesen in der Berliner Akad. der Wissensch. am 
27. October 1845, pag. 24; und ferner: Ueber ein allgemeines Princip der 
mathematischen Theorie inducirter elektrischer Ströme, vorgelesen 
in der BerUner Akad. der Wissensch. am 9. August 1847, pag. G. 
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bestimmt zu lassen (abhilugig von d^n noch tV'st/uset/.enden Maass- 
einht'iU'ii), übrigens aber (lie.sell>o in genau demselben SSiiiue eingeführt, 
wie es von Helm hol tz*) geschehen ist. 

Diese Bemerkungen mögen dienen als eiue Erleichterung für die 
Vergleichung der hier anzustellenden UnterBuchungen mit denen der 
genannten Autoren. 

£benso wie das New tonische Gesetz mit einer Function der £nt- 
femung r behaftet ist, welche nur ffir beträchtliche r identisch mit 

•i, für sehr kleine r aber von noch unbekannter Beschaifeuheit 

ist**), ebenso erscheint es sehr möglich , dass Analoges auch anzu- 
nehmen ist beim Ampere 'sehen Gresetz. 

Der grosseren Sicherheit willen mag daher im Folgenden den 
Formeln (39. a, b, c) nur dann Gfiltigkeit zuerkannt werden, wenn die 
Entfernung r. von beträchtlichem Werthe ist, im Allgemeinen 
aber festgehalten werden an .den Formeln (38. b, c). Bfit andern 
Worten: Der grösseren Sicherheit willen mag im J^'olgeuden unter 

if oder i/{r) 

eine Function yerstanden werden, welche allerdings für beträchtliche 

'/ identisch mit j/r, tür sehr kleine r hing^en.vou noch unbekannter 
BeschaÜ'enheit ist. 



1* 9. Zttsainuieublvlluiig eiuif^er iM'kainitoii all^renieinen Fomielii Uber die 

Bewegung oiiies starren Körpors. 

Befindet sich ein starrer Körper in beliebiger Bewegung, und sind 
(Xf y, b), zwei rechtwinklige Axensysteme, das eine absolut 

fest, das andere starr verbunden mit dem Körper, so finden 
zwischen den Goordinaten Xf y, m und x, t), 5, welche irgend ein Massen- 
punct m des Körpers in Bezug auf diese beiderlei Systeme besitzt, die 
Relationen statt: 



•) Helmb oltz: Ueber die Bewegungsgleichungen der Klektncitüt für ruhende 
leitende Körper (Borchardt*« Journal. Bd. 72. pag. 72). 

**) Es mag dabei (waa aneh achon auf pag. 23 und 26 am Platze gewesen 
w&re) erinnert werden an folgende Worte TOn Oauss: „Attractio ▼ulgaris qua- 
„drato dietantiae reciproce proportionalia, qnae omnes motus coelestes tarn feHci 
„Huccessu exphcat, nulHus usus est ncc in phaenomenia capillaribus, nec in phae- 

„nonieniH ailhaosioiiis et coliat-sionis ex^Hcaiulis — — . Kecte — — coucln- 
„ditur, illam attractionis It.'geui in distantiis miuimiö naturae haud aniplius cuii- 

„sentaneani esse, aed nwdificationem quandam postulare ((Jauää' Werke. 

Bd. 5. pag. 31.) 
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wo a, h, e die Coordinaten sind, welche der Anfangspunct 0 des Sy- 
stems (i-, i), 5) besitzt im Systeme {a:, ify z), und die C die Cosinus 
derjenigen Winkel Torstellen, unter welchen die Axen der beiderlei 
Systeme gegen einander geneigt sind. Offenbar sind die Coordinaten 
i), i des Massenpunctes m anzusehen als gewisse diesem Punct eigen- 
thflmlieh zugehörige Constanten; v^hrend ig, z, a, h, c und die 
C Functionen der Zeit sind. Aus (40.a) folgt durch Umkehrung: 

^ = - a) + c^'Cy - + c^^'C^ - c), 

(40.b) 9 — 6'»2(a; - a) -|- C'^y — fe) -f O^^f - c)> 

Für die dem Zeitelement dt entsprechenden Zuwüchse dXf dy, dz, 
da, dhf de, dC ergeben sich nun aus (40. a) die Formeln: 
dx = da -f- ydC'' + i)r/6'»2 _|_ x^dC^^, 
(40.c) dy = + vr/C-^' + i)^/C'-^'^ + ^jr/C-'^, 

de H- jrrfC3' 4- i)<iO=»^ + 
und hieraus folgt durch Substitution der Werthe (4<). b) sofort: 

dx = (/« i-^ — ^)^^^ — KU ~' ^')^^yf 

(4U.dj dy = dl) -\- ix — a)d'y — {z — c)da, 

dg^dc-^ (jf— h)da — {x — a) J/J, 
wo da, dß, dy die Ausdrücke reprSsentiren: 

da J'2:C^* dC^* — C«* dC*^, 
(40.e) äß dC** — -*f C»* «JC»* 

Den Formeln (40. d) entsprechend kann (die Bewegung des Köipers 
wuhrend der Zeit dt anfgefasst werden als eine Verschiebung des 
Pimctes 0, und als eine gleichzeitige Drehung des Körpers um eine 
gewisse durch 0 gehende Aze. Jene Yenehiebnng ist der Grösse und 
fiichtang nach repi^entirt durch da, db, de\ andererseits findel^ wie 
KU (40. d) eraichtlichy die Drehung um eine kxß statt, deren Bichtungs- 
OosinuB in Bezug auf das System {x, y, e) proportional sind mit da, 
ifit wShrend gleichzeitig die Grösse des Drehungswinkels sich aus- 
«hlickt durch Vidaf {ii^f ^ {dy)\ — üebrigens ist bekannt, und 
ebenMs aus den Formeln (40. d) leidit zu ersehen, daas die Bewegung 
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des Körpers während der Zeit dt, wenn man will, auch aut'gefasst 
werden kuiiii als zusammengesetzt aus sechs Ikwegungen. Von diesen 
sind alsdann die drei erstem reprlisentirt durch die Verschiebungen 
dttj dh, de des Punctes 0, und die drei letztern durch Drehungen, 
deren Axen drei durch 0 gehende, zu x, y, z parallele Linien, und 
deren Drehungswinkel da, dß, dy sind. Demgeniilss pflegen die 
Gr<)ssen da, dh, de und da, d ß, dy kurzweg bezeichnet zu werden 
als die Verschiebungen und Drehungen des Körpers wäh- 
rend der Zeit dt. 

Bringt man die Formeln (40.d) in Anwendung auf irgend zwei 
Massenjjuncte m und m^ des betrachteten Körpers, so ergiebt sich durch 
Subtraction dieser beiderlei Formeln sofort: 

d{x^ -x)== (^i — z)dß — (yi — y)dy, 
(40.f) d(yi — y) = (a?, — x)dy — (e^ — z) da, 

d (ifj — «) = (yi — y) da — («, x)dß. 

Nimmt man nun fOr m und m| zwei Maflsenpnncte, deron gegenseitige 
Entfernung » 1 isi^ so weiden die rechtvrinkligen Projectionen Xi — x, 
— y, Zi — ß d&[ Linie f»m| identiseh werden mit ihren Richtungs- 
Cosinus. Beseichnet man diese letztem also mit V, so eigiebt sich: 

dk^fdß — Bdy, 
{40^) dB'^Adr^rda, 

dr — Bda — Pidß. 

Die Formeln (40.f) und (40.g) beziehen sich also auf irgend eine mit 
dem Körper starr verbundene Linie; die einen repräsentiren diejenigen 
Aenderungen, widche ihre rechtwinkligen Projectionen, die 
andern diejenigen, welche ihre Eich tuugs- Cosinus während der 
Zeit dt erleiden. 

Findet die Bewegung des Körpers während der Zeit dt statt unter 
dem Einituss irgend welcher ponderomotorischer Kräfte, und bezeichnet 
man dieselben, den einzelnen Massenpuncten m {x, ff, z) entsprechend, 
mit (Xy Z) 90 wird bekanntlich 

E[Xdx-\- Ydy + Zdz] 

die von diesen Kräften während der Zeit dt verrichtete 
Arbeit zu nennen sein. Substitoirt man hier für dx, dy/dß ihre 
Werthe (40.d)y so ergiebt sich: 

(40.h) i:[Xdx + Ydy + Zdz] = K^fZa + K^y^lh + K(*)^^c 

-f- AWrfa + £^^yHß + A(')dy, 

wo die K und A folgende Bedeutungen haben: 
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m^£X, Ai'i ^ i:{(y-b) Z — (g-e) Y), 

(40.ij K^y) = 2;r, A'y) = 2:{(2 — e) X - {30— a) 2), 
KW 2:Z, A<=> « 2;{(a;— tt) Y - 

Die Formel (40.h) zeigt also, dassdie auf einen starren Korper während 
der Zeit dt von irgend welchen ponderomotorischen Kräften ausgeübte 
Arbeit in ein&cher Weise sich ausdrfickeu ISsst durch die Verschie- 
bungen und Drehungen des Korpers einerseits, und durch die 
Summen und Drehungsmomente jener Kiftfte andererseits. 

Hat da ftlr die Zeit df irgend welchen Werth; während db, de, 
da, <J ß, dy Null sind, so geht die Formel Ober in: 

(40.k) £ [Xdx Ydy + Zde\ = {£X) . da. 

D. h. schreitet der Körper während der Zeit dt sich selber parallel 
fort in der Sichtung der a;-Axe, so wird die während dieser SSeit auf 
ihn ansgefibte Arbeit identisch sein mit der (in der Richtung jener 
:r-Axe auf ihn ausgeübten) translatorischen Kraft, dieselbe noch 
multipHcirt mit der Grosse der Yerschiebung. 

Hat andererseits dtt für die Zeit dt irgend welchen Werth , wahrend 
dßf dy, da, db, de Null sind, und sind ausserdem a, 6, c ebenfiRlls 
Null, so nimmt die Formel (40.h) folgende Gestalt an: 

(40.1) £ [Xdx + Ydy + Zde] = \n^Z-si Y)\da, 

D. h. dreht sich der Körper während der Zeit dt um die jC-AzCi so 
wird die wahrend dieser Zeit auf ihn ausgeübte Arbeit identisch sein 
mit dem (in Bezug auf die d;-Axe ausgeübten) Drehungsmoment, 
dasselbe noih multiplidrt mit der Grösse der Drehung. 

Die x-ki% hat eine willkührlich gewählte Lage. Folglich gelten 
die mit Bezug auf (40.k) und (40.1) so eben ausgesprochenen Sätze 
allgemein für jede Richtung und für jede Aze. 



§.10. Die Theorie des tob F. NenaiaaB elngenihrten elektrodyaaailselieii 

Potentials. 

Gegelx'ii ini)geii sein zwei biegsame Drahtringe A und Ii; tlie 
in irgend welclien IJewogungen begrillrn sind, und auch ihrer G «^stalt 
nach im Laufe der Zeit in^end weklic Acudcruiio;«'!! erleiden. Diese 
Hinge m(')gen durchtlossen gedacht werden von elektrischen Strömeu. 
£8 repräseutire 

. (41.) dT^ 

diejenige lebendige Kraft, welche im King«' .1 wiihrend i-iues ge- 
gebenen Zeitelementes dt iiervorgebracht wird durch die Einwirkung 

Ne am au 11, die clektrtacheu Kräfte. 4 
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des Kiuges Ii, oder (was dasstdbe ist vergl. pag. diejenige j)oude- 
ro^uoturische Arbeit, welche JJ auf Ä wübreud dieser Zeit ausübt; 
ferner sei 

(42.) (dT^'Wu. 

derjenige Theil jeuer lebendigen Kr alt oder ponderoniotori- 
schen Arbeit, welcher seine Entstehung verdankt den Krätten 
elektrodynamischen Ursj)rungs, — Jlls bandelt sich um -die nähere 
Untersuchung dieser GrJisse (42.). 

Irgend zwei Elemente der Ilinge A und B mögen bezeichnet sein 
mit Ds„ und D«,. Die Coordinaten y^, s-,, des Elementes DSq sind 
abhängig einerseits von der Bogenlänge s„ (dieselbe gerechnet von einer 
bestimmten Marke bis zum Anfange von Dsq), und sind, weil der Hing 
in Bewegung rieh befindet, andererseits auch noch Functionen der Zeit 
Von denselben beiden Argumenten, nämlich von Bogenlänge 
und Zeit, wird femer auch abhängig sein die in Ds^ vorhandene 
Stromstsrice J^. Analoges gilt für die Coordinaten x^, y,, und die 
Stromstarke des Elementes Ds,. 

Es mag nun die Zeit, im Allgemeinen bezrichnet mit i, spe- 
cieller mit 

^0» "^OJ ^l; Tj 

benannt werden^ jeuachdem sie Argumeut vou 

^o> y»> • *i» yi> 

ist; so dass also 

(43.b) J,^i(s,,r,\ J,«£(ä,,T,), 

wo X, n, V, i und A, M, N, 5 irgend welche*) Functionen sind. 
Solches festgesetast wird die gegensritige Entfernung r zwischen 



*) Die Fundaoneii 4, f», « nnd, wie man leicht erkennt, nieht gaos will- 

kührlich zu d«iken. Denn zu ein und (lorBclbcn Zeit sind die Coordinaten för 
den Anfangs- und Endpunct von D«« dargestellt durch 

Die EnttVnuinir dieser beiden Puncto von einander ist aber = Dsj. iSomit folgt, 
Uass jene Fuuutiuueu der Bedingung entsprechen müssen: 

Ebenso verhält es sich mit A, M, N. 
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den beiden Puncten und x^^y^, ir, eine Function sein^ deren 

Charakter angedeutet ist durch daa Schema: 

(43.C) r <r 

D. h. r ist zunächst abhängig von den sechs Coonliiiatcii a^, Sq, 
und diese ihrerseits sind abhängig, die einen yonSf^ft^, die 
andern von t,. 

Bemerkt sei noch, dass die liichtuugs-Cosinus A„, Bq, Tq und 
Ajy B^, fi der Elemente D^q und Ds^ darstellbar sind durch 

A — ?3 A =^^' 

r r 

dass folglich diese Kichtungs-Cosinus, ebenso wie die Courdinaten selber, 
abhangig sind respoctive von Sy, r^, und von s, , t,. 

Nach dem Amper eschen Gesetz [vergl. (38.a,b,c)j repräsentirt 

(45.) S-4^«.D^D*,J„^,.2'2,|^ 

diejenige ponderomotorische Kraft eldy. Us, welche das Element D«,. 
auf das Element Dsq ausübt. Die von dieser Kraft J{ während der 
Zeit di anf das Element Ds^, ausgeübte Arbeit wird, falls man ihre 
Componenten mit X^*, Yq\ Zq^ bezeichnet , dargestellt sein durch 



Hiefür aber kann, weil r die Entfernung der beiden Elemente von 
einander vorstellig auch geschrieben werden: 



oder kOrzer: 



\ r a^Q ** dt^ r dt^ * 



Somit ergiebt sich für die zu berechnende Arbeit (42.), d. i. für die- 
jenige ponderomotorische Arbeit, welche der ganze iÜng B, yerm&ge 
seiner Kräfte eldj. Us, wahrend der Zeit dt auf den ganzen Ring 
A ausQbi^ folgende Formel: 



(4ü.) (rf2U^)idy. ü. - 2:2: H ^ dt. 
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die 8uiniiuitiuii aus«j;('dt»]iiit uIxt süninitliclie Eleiiu'iite beider itiugej 
hieraus folgt durch »Substitutiou des Wei-tlies (45.): 

(47.) (t/T^'Oeiay. u. - 4^'e?* . 2;2;Dso Ds, (j,J, . 2^f^ ^Ys)- 

Zufolge (43.a, b, c) sind s^, t^, s,, r, di^enigen vier coordinir- 
ten Variableiiy von welchen die Entfernang r, mithin auch die Function 
^ ea. ^(r) in lettter Instanz abhängte Bei mehrfacher Differentiation 
nach jenen vier Variablen wird daher das Resultat unabMngig sein 
▼on der Reihenfolge. Somit ist identisch: 

und hieraus folgt: 

wo Q die Bedeutung hat: 

(JU.) W - -t- ^^ j^ 

Oer üebertrang von (48.) zu (4'J.) bewerkstelliget sich augenblicklich, 
ialls man beachtet, dass Jq nur von 6y, Tg, antlererseits J^ nur von 
s^, T, abhängt. 

Da wir es nun mit Strom ringen, tl. i. mit «geschlossenen 
Strömen zu thnn haben, so nimmt die Formel (47.) durch Substitution 
vou (49.) folgende Gestalt au: 

(51.) (dr^%.ay.u. 4Am[i:£ D.,as,^|^(j.,/, ||^^^) 

+ D«« D«i qJ. 

Setzt man also: 

(61*) PS 44» . Ds, ü.,(./„ "ll^*), 
so wird schliesslich: 

(5l.b) (</r^''W L« = - ^- rfe ~ 4^^f// . 2,'2.' Ds^Ds, Ö. 

Es mag nun der spedellere Fall ins Äuge gefasst werden, dass die 
Ströme gleichförmig sind, dass nämlich die Stromstärken «/q, Ji, 
wenn auch abhangig von der Zeit, so doch unabhängig von den 
Bogenlängen sind. Alsdann verschwindet der Ausdruck Q (50.); so 
dasB die Formeln (51.a, b) die einfachere Gestaltung annehmen: 
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? P 

Der Ansdraek P ist abhäugig von den raumliclieii Lagen der })ei(leii 
Ringe A, Ii, sowie von ihren Stromstärken ; uiul da.s Diüereiitial 

dF 

dt repräsentiit oifenbar denjenigen partiellen Zuwachs, welchen 

der Ausdruck P während der Zeit dt annehmen würde, falls man die 
Stromstärken , sowie die räumliche Lage von U eonstant erhalten, 

die räumliche Lage von A hingegen derjenigen Aenderung überlassen 
wollte, welche sie während der Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. Dem- 
gemäss wird jenes Dilt'erential zu bezeichnen sein als der i)artielle 
Zuwachs*) von P, genommen nach der räumlichen Lage von A. 
Bestimmt sich die räumliche Lage des Ringes A durch irgend welche 
Parameter «, r/, . . und sind r/«, da, da die Zuwüchse dieser 
Parameter während der Zeit dt^ so wird oltenl)ar jenes üitierential 

^^dt sich ansdrücken lassen durch (~da -4- —dt^^ir t^<'k''+"\ 

3r„ \^« da * dcc /' 

so dass alsdann die Jt'ormel (52.b) auch so geschrieben werden kann: 
(52.C) ((ir^^)cid,. u» = — da -j- l^'^a + g^^«" +••.•)• 

Der Ausdruck P (52.a) ist übrigens, wie bald naher erörtert werden 
soll, deijenige, welcher von meinem Vater eingeftihrt worden ist unter 
dem Namen des elektrodyiunniselieii Potentiales. Demgemass kann 
der in (52.a, b, c) enthaltene Satz so ausgesprochen werden: 

(52.d) .... Sind und i> zwei in Bewegung begriffene 
biegsame Ringe, j eder durchflössen von einem gleirhförmigon 
elektrischen Strome, )ind ist P das elektrodynamische Po- 
tential der bei'len Ringe auf einander, so wird die während 
<ler Zeit dt vom Ringe Jf auf den King/1 ausgeübte ponde- 
romotorische Arbeit eldy. Us, abgesehen vom Vorzeichen, 



*) Der totale. Zuwachs dP, d. i. doijenigu Zuwacha, welchen P während 
der Zeit di in Wirklichkeit erfährt, wird sich fver|^. (43.atb,e)) darstellen lassen 
durdi 

wo (liiü erste Glied su bezeichnen ist als clor partielle Zuwachs von F nach der 
Ti'nimlichcn La<?e von -1, das zweite als der jiartielle Zuw.vchs von P iiaeli 
der Stromstärke von A, während die beiden letzten Glieder analoge Bedeu- 
tungen haben mit Bezug aul i>. 
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immer ^leicli sein dem partiellen Zuwachs von P, ge- 
nommen nach der riiuniliclien Lage von A. 

Aus diesem Satze lässt sich durch Identificirung der beiden Kin'^e 
A und JB unmittelbar ein analoger Satz gewinnen für einen einzigen 
King. Bedient man sich nämlich des früher (bei ähnlicher Gelegen- * 
hcit, ])ag. 31,82) exponirten Verfahrens, so gelangt man zu folgen- 
dem Resultat; 

(Ö2.e) .... Ist A ein in Bewegung begriffener biegsamer 
ßingy durchflössen von einem gleichförmigen elektrischen 
Strome, und ist P das elektrodynamische Potential dieses 
Ringes auf sich selber, so wird die während der Zeit dt vom 
Ringe ^ auf sich selber ansge übte ponderomotorisc he Arbeit 
eldy. Us, abgesehen vom Vorzeichen, immer gleich sein 
dem partiellen Zu wachs von P, genommen nach der räum- 
lichen Lage wonA. Dieses Potential P des Ringes anf sich selber 
stellt sich dar durch eine Formel von derselben äusseren Gestalt 

wie (52.a), nur mit dem Unterschiede, dass noch der Factor ^ hin- 
zutritt. 

Ans (46.) und (ö2.b) folgt: 

und ebenso wird otlenbar, was umgekehrt die Einwirkung von A 
auf B anbelangt, die analoge Formel sich ergeben: 

{dTB'*\u^.u^ = SS B — di^~~ 1^ dt 

Diese beiden letzten Fonneln können nun, bei Einftihnmg der Be- 
zeichnung: 

(Ö2.f) P = J^J^ wo alsdann Q'^4A' ££ Ds,D«, |^ |^ , 

0 Sq vS^ 

apch so dargestellt werden: 

(dT^^)^.v. - 2;2; ü dt « ~ Jo«^i 

{dTB^^.vi « 272? 5 rf< - - J,J, ?^ dt. 

Nun sind aber [veigl. (43A»b,c)] r und Q unabhängig von den Stromstärken, * 
mithin unabhängig von den Argumenten T«; T, , also lediglich abhangig 

vonr„r,. Daherist ^ - - + und « + ^. Mit 

Rücksicht hierauf ergiebt sich durch Addition der beiden letzten For- 
meln sofort: 
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(Ö2.g) {dlA^ + dTß^Uaj.v. = £^ M dr J^J, dq, 

wo dr und dQ diejenigen Zuwüchse bezeichnen, welche r und Q wäh- 
rend der Zeit di in Wirkliehkeit erfahren. Die ponderomotorische 
Arbeit eldy. Us, welche die beiden Ringe während der Zeit 
di auf einander ausüben, ist also, abgesehen vom Vorzei- 
ehen, gleich dem Product Jq der beiden Stromstärken, 
mnitiplicirt mit demjenigen Zuwachs, welchen das auf die 
Stronreinheit bezogene Potntial Q während der Zeit dt 
erfährt. 

Der allgemeine Satz (Ö2.a, b, c, d) mag beispielsweise in Anwen- 
dung gebracht werden auf den Fall, dass der Ring A völlig starr, 
und nur, sich selber paraUel, nach einer gegebenen Richtung ^ 
▼erschiebbar ist. Alsdann geht die Formel (52.c) über in 

d'P 

(<?T^*)eldy.U.— — d^, 

wo ^ die Entfernung des Ringes oder (genauer ausgedrückt) etwa die 
Entfernung seines Schwerpunctes Ton irgend einer feston Ebene vor- 
stellt, die senkrecht steht zur gegebenen Richtung, und wo di^ die Ver- , 
grösserung dieser Entfernung während der Zeit d% bezeichnet. Bei einer 
solchen parallelen Verschiebung ist nun aber [vergl. pag. 49] die von 

den hetrachteten Kräften verrichtete Arbeit gleich K^^^(?(), falls man 
nämlich unter dg die Verschiehun^Ji ;<elber, andererseits unter K^^^ die 
Summe der () -Conijxjiientcu jener Krilfte veri^felit. Die vorstehende 
Formel kann daher auch so geschrieben werden: 

oder auch so: 

(53.) K(^) = ~ 5f ' 

und sagt mithin aus, dass die vom Ringe auf den starren 
Ring A in der gegebenen Richtung q ausgeübte pondero- 
motorische Kraft eldy. Us gleich gross ist mit der nega- 
tiven partiellen Ableitung des Potentiales P nach q. 

Andererseits mag jener allgemeine Satz (52. a, b, c, d) angewendet 
werden auf den Fall, da.ss der Ring A völlig starr, und nur dreh- 
bar ist um eine gegebene feste Axe. J)ie Formel (Ö2.c) geht 
alsdann über in: 

wo CD den Drehungswinkel, und <2id seinen Zuwachs während der Zeit 
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dt besseiehnet. Im Falle einer solcben Drehung ist aber [vergL pag.49] 
die von den betrachteten Kräften verrichtete Arbeit gleich ihrem 
Drehuugämoment A^*), multiplicirt mit da. Somit geht die Tor- 
stehende Formel über in: 

d. 1. in 

und sagt also ans, dass das yom Ringe B auf den starren 

Rinij J aiisgoübte Drchinigsnioineiit eldy. Us A^*^) gleich 
gross ist mit der negativen partiellen Ableitung des Po- 
teutiales P nach dem Drehungbwinkel w. 



Für den weitern (Tebnineli wird es zweckmässig sein, die für das 
elektrodynamische Potential durch die Formel (52.a) gegebene Deti- 
uition in folgender Weise auszudrücken: 

Das elcktrodynaiuische roteiitial P zweier glcichtorniiger 
Sironiriuge auf einander ist dcfiiürt durch 

(55^) 1*^J^J^.££ DsoDs, n, 

oder auch durch 

(55.b) J'-J.J,.Z£ Ds,D«,(n + g|^), 

wow(r)einp willküh rliche Function von r v orstellt*), wäh- 
rend TT die Bedeutung besitzt; 

Dabei sind unter 0„ = cos-^,,, 0, == cosO-, (genau ebenso 
wie früher {»ag. 44) die Cosinus <ler jenigen Winkel zu ver- 
stehen, unter welchen die Elemente Dä„, D.s, geneigt sind 
gegen ihre Verbindungslinie r, letztere gerechnet von Dä, 
nach Ds„ hin. 

Das durch diese Formeln (55.a, b, c) definirte P kann 
nun in der That bezeichnet werden als das von meinem Vater 



*) Statt K — 5-^ könnte offenbar auch ein Ansdraek von der Form 

yw(r) , d u (r) d v jr) 

zn n binzugelügt werdwi, ohne dass dadnroh der Werth von P irgend weiche 
Aenderung erlitte. Denn die Corven nnd »i smd getchloBsene Gnrven. 
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eiugutülirte elektrodynamische Potential, in etwaserweiter- 
ter Gestalt. Denn man erkennt leicht, dass dieses Pin das 
genannte Potential übergeht, sobald |(»»)/r gemacht wird""). 

Mit man nämlich ^ ^r, and nimmt man gleiehzeitig für die 
wülkilhilich zu wahlende Function w(r) den Werth A^r, so wird zu- 
folge der Formel (P6*c): 

oder (was dasselbe ist, vergl. pag. 30) : 

n = — 



12 QqQi 



wo 0„, 0, die schon an|j;c'gebenen Bedeutunpjen haben, währen«! 
E = cos£ den Cosinus dt'sjt'nigen Winkels bezeichnet, unter welchem 
/).s„ , Ds^ R<'g^'ii einaudor ^eneijjjt sind. Demgemäss nehmen die For- 
meln (55.a, b) folgende Gestalt an : 

(56.a) P - - ulVo/, . ES • ^'^^^ , 

(Ö6.b) P — — Ä^J^J, . ES ^ ' • - . 

Diese Formeln aber sind mit denen, welche mein Vater als Definition 
des Poientiales P aufgestellt hat, TöUig identisch, sobald man (ebenso 

wie froher pag. 45) die Gonstante Ä^^^^ macht **). 



I* 11. Fortsetzung. BetrHclitung von Stromringen» die behaftet sind 

mit sogennnntou Gleitstellen. 

Denkt nuin sich zwei Dralitstücke, die unter irj^end welchem 
Winkel über ('inander geleimt sind, in beliebige licwei^un^cn vursetzt, 
jedoch der Art , dass sie beständig mit einander in Berührung bleiben, 
so wird der ßerührungspunct im Allgemeinen von Augenblick 
2u Augenblick seine Lage ändern sowohl längs des einen, wie längs 



•) Eb unterliegt keinem Zwcitel, da*«* die l'uuctioii ^ den Werth )/ r wirklich 
Wtit für d«i Fall betrftchtlieher Entfemongcn; in Frage gestellt itt ihre Be- 
Khaffenhoit nnr dann, wenn dieEntfemongen ftusserst kl ein sind. (VergL pag. 46.) 

•*) Vcrgl, die auf pag. 45 citirtc Abhandlutiji: Ueber «iin allgemeines 
f'rincip der math. Th. indncirtcr elektrischer 8trdme; daselbst die ftlnf 
letzten Seiten. 
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des andern Drahtes. 8incl z. B. a, h, c, . . . . irgend welche auf 
dem einen Draht eingravirte Marken, und a, /3, y, . . . . irgend 
welche auf dem andern Drahte eingravirte Marken, so wiid 
jener Bertthrungspunct im ersten Augenblick etwa dargestellt sein 
können durch die SuperpOfiition (a, a), im zweiten durch (&, ß), im 
dritten durch (c, y), u. s. w. Ein solcher von Augenblick zu Augen- 
blick sich verändernder BerClhrungspunct wird bekanntlich Gleit- 
punkt oder Gleitstelle genannt. Die gegenseitige Berührung mag 
unter einem «gewissen Druck stattfinden, so dass die beiden Drähte 
durch die Berührungs- oder Gleitsielle elektrisch leitend mit 
' einander verbunden sind. 

Als Bahn eines elektrischen Stromes sei nun gegeben ein Bing 
A, welcher gebildet ist aus beliebig vielen, in beliebigen Bewegungen 
b^riffenen Drahtstacken 

(57.) A% A", A'", etc. etc. etc.; 

der Art, dass je zwei aufeinander folgende Drahistfieke unier irgend 
welchem Winkel übereinander liegen, leitend mit einander verl^unden 
durch ihren BerOhrungs- oder Gleitpunci* Für irgend einen Zeit- 
augenblick t sei dieser Ring A angedeutet durch das Schema : 

lUÖ« ) f r ft ti i/t Will 

V / p. p 2 , ^ —2 , etc. etc. etc. 

Es sollen nämlich ^ und di^enigen Puncte von Ä imd Ä* vor- 
stellen, welche augenblicklich mit einander in Berührung sind; ana- 
loge Bedeutung sollen gf' und p"* besitzen für J." und u. s. w. 

Die Coordinaten x, y, 8 irgend eines Fnnetes a des Ringes A 
könnte man versucht sein, ahnlich wie früher (pag. 50), als Functionen 
der Bogenlänge und Zeit anzudeuten durch die Formeln : 

X = l (5, t), 

(59.A) y^ii {s,r), 

indem man die Zeit insofern sie Argument dieser Coordinaten ist, 
specieller mit r bezeichnet sich denki Doch sind diese Formeln, 
strenge genommen, im gegenwärtigen Falle unbrauchbar oder wenig- 
stens unzureichend. Denn der Ring Ä besteht aus mehreren gegen 
einander sich verschiebenden Theilen, so dass mau gezwungen ist, 
jedem einzelnen Theile seine individuellen Formeln beizulegen. 
Diese letztem mögen, den Theilen A\ Ä\ A"\ .... entsprechend, an- 
gedeutet werden durch die betreffenden Accente, so dass also die Co- 
ordinaten XfiffS des Pnnctes a, wenn derselbe z. B. dem Theile A' 
oder dem Theile A" angehört, dargestellt sein sollen 
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im erstern Falle durch : im letastern Falle durch : 

a? — A' («', x), A" (s", t") , 

Es ist klar, dass die Functionen A', ^\ v und A", v" von einander ver- 
schieden sind, schon deswegen, weil Ä und Ä' verschiedene Bewegun- 
gen besitzt]!!. Auch die Bogenlängen s und s" sind von verschiedenem 
Charakter, insofern als 5' von einer auf Ä, andererseits s" von einer 
auf Ä' eingravirten Marke aus gerechnet wird. Endlich ist der Sym- 
metrie willen auch die Zeit r, jenachdem sie in den einen oder an- 
dern Formeln vorkommt, verschieden benannt worden, mit x oder r". 

Die auf Ä, Ä\ Ä'\ . . . gemessenen Bogenlängen s', s", s'", . . . 
mögen sämmtlich in einerlei Richtung gerechnet sein, und zwar in 
derjenigen, welche iudicirt ist durch die Aufeinanderfolge Ä,Ä\Ä", — 

Solches explicirt, können übrigens die für den Ring A aufgestell- 
ten Formeln (59. A) be i l) ehalten werden; sie werden anzusehen sein 
als die Collectivdarstellung derjenigen individuellen Formeln, 
welche den einzelnen Theileu des Rings zugehin-en. 

Ausser dem Ringe A sei nun an irgend welclier andern Stelle des 
Raumes gegeben noch ein zweiter Ringjb', der ebenfalls in Bewegung 
begriffen, und ebenfalls mit beliebig vielen Gleitstellen behaftet ist. 

Die einzelnen Theile von H mögen benannt sein mit i/*, i?", J?"', ; 

überhaupt mögen für denselben ganz analoge Bezeichnungen einge- 
führt sein, wie für A. Es seien x^^ ?/, , 5?, die Coordinaten irgend eines 
Punctes h des Ringes i?; und die Abhängigkeit dieser Coordinaten 
von Bogenlänge und Zeit mag in collectiver Darstellung an- 
gedeutet sein durch die Formeln: 

aj, « A («1, *,),• 
(59.B) Sf, - M («„ tO, 

£r, — N (5, , T,). 

Diese Collectivdarstellungen (59, A) und (59. B) sind alsdann ent- 
sprechend unsern früheren Darstellungen (pag. 50) ; nur ist der da- 
malige Index 0, der Bequemlichkeit willen, unterdrückt worden. 

Die Entfernung / zwischen irgend zwei Puncten a und h der 
Hinge A und B ist, auf Grund der Formeln (59.A, B), eine Function 
von s, r, Sj,- Tj: 

(60.) ffi, 

Um die partiellen Ableitungen dieser Function nach den beiden 
ersten Argumenten % zu bilden^ mag der Punct h festgehalten 
werden; so dass die Function sieh reducirt auf: 

(61.) r-/(^,r) 
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Nimmt man für n den auj^enhlickliclieii ßfriiliruuj^spunct ((/, p") der 
Tlieilc A" [vergl. (58.)j, ao wird der Werth von r sich nach Be- 
lieben durötelleu lassen 

durch: oder durch: 

(«2.) r~r(i(,^, r-r (»>"). 

Diese Fonneln mögen sich beziehen speciell aof den Augenblick t, so 
dass also t t^-^' ist, und andererseits unter g[ und diejenigen 
speciellen Puncte von Ä' und zu verstehen sind, welche in 
diesem Augenblick t mit einander in Berührung sind. 

Analoge Formeln ergeljen sieh offenbar für diejenigen specietlen 
Punkte Qf und der Theile Ä' und Ä", welche mit einander in Be- 
rührung sind im nSchstfolgenden Zeitaugenblick t-\-d^ man erhält 
nämlich fOr die Entfernung r + dr, welche dieser Berflhrungspunet 
{Q'f ^ Zeit i'{'dt Ton jenem festgehaltenen Puncte h besitzt^ 
die beiderlei Darstellungen: 

( . ) rj^,ir=f{s'-i^ds\T'-{-dt), r + dr = f (s" + ds", x" di). 
in diesen Formeln (03.) sind alsdann unter .s' und s -\- ds die 

auf gemessenen J^ogenlängen von (f und (/, andererseits unter s" 
und 6'" + ^1' gemessenen Hogenlilngen von p" und P" zu 

verstehen. Zur Erläuterung diene die beistelu'ude auf den Augenl)lick 
t sich beziehende Figur '*'), in welcher die auf A' und A!' angebrachten 



Fig. 7. 




Marken, von d«uien aus die Bogenlängen s\s' -\-d^' und s", -\- ds 
gezählt werden, bezeichnet worden sind mit ni und w". 
Aus deu Formeln (62.) , (63.) folgt sofort: 

(64.) dr = d6 -f dt, dr = ds" -f dt', 

•) Fflr das VerstftndniBS dieser Fi<?ur (namentlii h der l>cigcset/t< n Ünchstaben) 
ilürtte oin Rntkidick zu empfehlen sein auf da» Schema (58,), dem entsprechend 
die Figur catworlon ist. 
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ond hieraus folgt weiter: 

' ('r 9ä 9r 

In gleicher W eise, wie selber, kann otleiibnr eine beliebig gegeben»- 
Function F -= F (i) behautlelt werUeu; mau erhält alsdaun die ana- 
loge Formel: 

? F dF f^F d F 

(66.) ' > da' H- rf< = ^ . dB'* + dt 

^ ' ds dz ('S <JT 

Hier, ebenso wie in ((vi.), (<'>4.), (r)ö.), kann (vergl. die Figur) ds 
dasjenige Element von A' genannt werden, welches während der Zeit 
dt in den King neu eintritt, andererseits aber ds" als da.«?] en ige Ele- 
ment von A" bezeichnet werden, welches während dieser Zeit aus dem 
Ringe au 8 scheid et. Doch ist diese Bemerkung eigentlich nur dann 
richtig, wenn die Grössen d^ und ds" (wie in der Figur der Fall) 
positive Werthe haben. 

Strenge genommen wird zu sagen sein, dass ds entweder 
die mit (-\- 1) multiplicirte Länge eines eintretenden, oder die 
( — 1) multiplicirte Länge eines ausscheidenden Elementes vor- 
ätellt, und umgekehrtes stattfindet bei d$\ Solches mag angedeutet 
sein durch die Formeln : 

(67.) ds = I und ds" « | 

wo nämlich die Längen (d. i. die absoluten Werthe) der eintreten- 
den und ausscheidenden Elemente bezeichnet ge^ht werden sollen 
respective mit s und a. 

Es sind nun zunächst gewisse ßetrachtungen und Formeln /n 
entwickeln, welche nicht nur hier, sondern auch späterbin von Nutzen 
sein werden. Es seien 

a und h irgend zwei Tuucte der Binge A und i^; 

r ihre gegen.seitige Entternnng; 

F = F{r) und 6««6f(r) beliebig gegebene, jedoch stetige 

Function von r; 
Xf y, z und ic, , y, , die (^ordinaten von a und 6, dargestellt 

gedacht durch die Formeln (59. A) und (51). Ii); 
ti, V, t9 und die augenblicklichen Geschwindigkeiten 

von a und 5; 

Ds und Ds, zwei bei a und h gelegene Elemente der beiden 

Ringe ; 

A, B, r und A|, B|, r, die Uichtungscosinus von D.s und D&'i; 
es sollen untersucht werden die Werthe der beiden inte- 
grale: 
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(68.) i>s\i)s,»tj 



d s 



(dG dF\ ^ 



dieselben hinerstreckt *) gedacht über alle Elemente Ds des 
Ringes A» 

Den eingeführten Bezeichnnngen (59. B) zufolge, ist 

dx dy dB dx. dy. de, 

""-di^ ^"äi' "'^äi' '^-A' = 

Somit erhält mau : 

, , dF dF , dF , dF 

aF ai^' , ai'' , dF 
ä^'=äF/»+ay,^» + a^/»- 

Die Geschwindigkeiten t(; i^ sind im Allgemeinen discontinairlich 
in den GleitsteHen von z. B. verschieden für ^ und p'\ Demge- 
mass ist der Ausdruck (a.) längs A unstetig in jenen Gleitpuncten. 
Ebenso ist der Ausdruck iß.) unstetig in den Gleitpuncten von Bj je- 
doch stetig längs A. Endlich ist der Ausdruck {y,) unstetig in den 
Eckpuneten von B (weil in diesen die Werthe der Richtungscosinus 
^it^xf ^1 plötzliche Sprünge darbieten), hingegen stetig lilugs X — 
Hieraus folgt, dass von den beiden Ihroducten 

ds.dr ' 

. . dGdF 

ersteres (x.) läii^^s A, mit Ausnahme der Gleit}>iincte, stetig, 
letzteres (A.) Ii in gegen längs A überall stetig ist. Demgemäss 
ergiebt sich aus (68.) mit Rücksicht auf (58.) : 

(70.) L — 0. . 



•) Jedes Glied der Summen oder Integrale A', L outspricht einer gewissen 
Linie oder (was dasselbe ist) einem gewissen Punctpaar 2»; und die Inte- 
gration wird also der Art auszuführen sein, dass h fest liegen bleibt an irgend 
einer Stelle des Ringee w&hrend a längs des Ringes A einmal honiinl&uft. 
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Der Werth von K kann, etwas anders geordnet, auch so ge- 
sehrieben werden: 

La«, a T Jp«^ La «, dr Jj,-^ ' 

oder^ mehr abgekürzt, auch äo: 
oder auch endlich so : <^ 



d (x 

denn es ist zu beachten, dass ^ längs A überall stetig ist, mithin 

s. B. in q, li' (58.) einerlei Werth hat. Selbstverständlich ist in diesen 
Formeln die Summation H ausgedehnt zu denken über sämmtliche 
Gleitpuncte des Ringes A\ sodass sie aus eben so vielen einzelnen 
Gliedern besteht, als (ileitpuncte in A vorhanden sind. 

Es sei t der betrnchtetc Zoita ilgenblick, und ät das nächstfolgende 
Zeiteieiuent. Durch Multiplication mit di ergiebi sich: 

woför, mit Benutzung der früher eingeführten specielleren Be- 
xeicfanungen t^, t", auch geschrieben werden kann : 

Oller kürzer: 

öG (dF dF 



Kdt — £ ^ 

d s 



, dt / 



fälls man nur in Gedanken festhält, dass die Summe lediglich' aus 
Uliedem bestehen soll, welche den einzelnen Gleitpuncten Yon A zu- 
geh5ren. 

Nun ist aber nach (66.) 

^di^^,dt \^dB -^^ds), 

^luit folgt: 

^^^ = --^ai;(ä7^*-ä7'^0' 

oder (was dasselbe) : 

(«.) Kit S^r^ (!-■?' + ^ ^ (- ds")) . 
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Nach (67.) ist: 

+ und f— dÄ"'i = i"*' 



da' = |; 



£ 



dabei sind unter den Grössen -|- $ die wirklichen Längen 
der eintretenden Elemente, andererseits unter den Grössen — a 
die mit ( — 1) multiplicirten Längen der ausscheidenden £le- 
mente zü verstehen. Fasst man nun diese beiderlei Grössen -(- £ und 
— tt zusammen unter der CoUectivbezeichnuni^ ^8, so kann 
die Formel (71.) einfacher so daigestellt werden: 

dG d F 

(72.) Kät^-S^^l"^^ As, 

die Huinniation £ ausgedehnt Aber särnnitliche As d<'8 Binges A. 

Substituirt man in (72.) und (70.) für K, L ihre eigentlichen 
Bedeutungen (68.), so erhalt man : 

dS \d8i dx } ( S, ('S ' 

Ei^etzen wir nun endlich die den iiingen A und B entsprechen- 
den Bezeichnungen : 

durch (liojein'tjron; deren wir uns in der B^el bedient haben, nämlich 
durch die Bezeichnungen: 

^ 0) ^u; ^OJ ! ; > ^1 > 

SO nehmen die Formeln (73.) folgende Gestalt an: 

und in aiial(»ger Weise werden wir olfenbar, indem wir den Ringen 
A und B die umgekehrten itollen zuertheilen, auch folgentle Formeln 
erhalteu : 

^^^•i^> • ^ äü) = - ^ ' 

N ^ (dGdF\ 

Diese Formeln (74.), (75.) sind al.so gültig für zwei mit 
beliebig vielen Gieitstellen behaftete Hinge A, B, wie be- 
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seil äffen die Functionen F=F(r) und G = G{r) auch sein 
mögen, falls nur dieselben stetig sind. Dabei sind unter 
den all' diejenigen Elemente zu verstehen, mcIcIh' 

wahrend der Zeit dt in den King A eiiij^olref eil, oder aus 
demselben ausgesohiedeii sind, und zwar die wirklichen Län- 
gen der erstem, die mit ( — 1) multiplieirteii Längen der 
letztern; andererseits sind die A6', von analoger Bedeutung 
für den Ring B. 

Auch ist es für die Gültigkeit der Formeln einerlei, ob die ein- 
Eelnen Theile der Ringe A und B von vdlllg starrer Beschafienheity 
oder im Laufe der Zeit irgend welchen Form Veränderungen ausgesetzt 
sind; wie solches aus der Deduction der Formeln sofort erhellt. 



Solches Toransgeschickt, gehen wit Über zu unserem eigentlichen 
Gegenstande. 

Sind A und B zwei in Bewegung begriffene biegsame 
Binge, jeder durchflössen von einem glelehfSnnigen elektri- 
schen Strome, und ist P das elektrodynamische Potential 
der beiden Ringe aufeinander, so wird die während der 
Zeit dt Yom Ringe B auf den Ring A ausgefibte pondero- 
motorische Arbeit eldy. Us, abgesehen vom Vorzeichen, 
immer gleich sein dem partiellen Zuwachs ?on P, genommen 
nach der räumlichen Lage von A, 

So lautete der in (52. d) gefundene Satz. Auch ging aus der 
damaligen Deduction deutlich hervor , dass der Satz för ungleich- 
förmige Ströme nicht mehr gültig ist Hingegen ISsst sich — und 
dies ist das Ziel der gegenwärtigen Untersuchung — darthun*, dass 
derselbe, den Fall der Gleichförmigkeit Toninsgesetzt, gQltig bleibt, 
wenn die Stromringe' mit Gleitstellen behaftet sind. 

Sind solche Gleitstellen Yorhanden, so wird zunächst die vom 
Binge B auf den Bing A während der Zeit dt ausgeübte ponderomo- 
torische Arbeit eldy. Us, genau ebenso wie frOher, in (47.), darstellbar 
sein durch : 

(76.) (dTA^^j,u, ^ ^ A^ dt. JoJ.Si: Bit, 1)8^.2^'^ 



wo in Folge der vorausgesetzten Gleichförmigkeit c/g, 
vor die Summenzeichen gesetzt sind; nun ist identisch: 

somit folgt: 

Ke«n*ika, dl« «IdUtiaeheii Xxtft«. 5 
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(78.) (<iT^«).My.u. ^4Ä^dt, J^J, 2:2: Ds^Dsi 



d$Q Va«, dtJ d$t ^"^J 
9t Q \d8n dsj 



Um die Suniniation recliter Hand weiter l)»'liandelii zu ki'niiieii , ist 
zu bemerken, dass aus (T4. p), (75. 4) die Fornielu sich ergeben: 

Somit folgt aus (78.): 
(79.) (dT.«).^.„.=4AV.J, A^D..gg-<».ZZ ü.,ü.,^^^)]. 

Von den Summatiouen Hü im ersten Gliede rechter Hand erstrecict 
sich hier die eine über all' diejenigen Elemente D.s^, welche im Zeit- 
augeublick / dem Ringe B angehören , die andere hingegen über die- 
jenigen einzelnen Elemente welche während der Zeit dt in den 
Ring A eintreten, oder aus demselben ausscheiden; und zwar ist unter 
A.s„ bei jedem eintretenden Element die wirkliche Länge, bei 
jedem ausscheidenden hingegen die mit ( — 1) raultiplicirte 
Länge zu verstehen. 

? P 

Andererseits ist nmi deijenige Zuwachs cU zn untersuehen, 



welchen das elektrodynamische Potential der beiden Ringe aufeinander 
(5ö.a, b, c) : 

(80.) P-4Ä' J,J\ . SS Ds. Ds, g *| 

wahrend der Zeit di erfahren würde, falls man die Stromstilrken 
J^j J, und die räumliche Lage von B constant erhalten, die mum- 
liche Lage Yon A hingegen denjenigen Aenderungen überlassen wollte, 
welche sie während jener Zeit dt m. Wirklichkeit erleidet. Bezeichnet 
man die während der Zeit dt in den Ring -1 eintretenden und aus 
demselben ausscheidenden Elemente, ihren wi rk liehen Längen nach, 
für den Augenblick respective mit A*.s„ und A"s„, so lindet mau für 
den genannten Zuwachs sofort den Werth : 

(81.) rf< - 4X. ^ j. . IK ife, . at 

+ 4 A. J./. [sS A... D, g - SS A.^ D, g ■ 

Führt man also für -|~ ^'^0 ~ wiederum die Collectiv- 
beseicbnung ASq ein, so ergiebt sich: 
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; - -^«^ [^^ S S + «« • k (S S)] • 

Aus (79.) lind (82.) folgt nun aber sofort : 
(83.) {<n\,^%a,vn=^-l-dt 

V Tq 

Somit ist dargethaiiy dass der Torhin genannte Satz, 
und also auch sämmtliche Sätze (52. a, h, c, d, e, f, g), in ihrer 
Gfiltigkeit keinerlei Beeinträchtigung erleiden, wenn die 
Binge Ä und B mit irgend welchen Gleitstellen behaftet 
sind, immer vorausgesetzt, dass die in den Ringen vor- 
handenen Ströme als gleichlSrniig angesehen werden dOrfen. 
Es werden also z. B. die Formeln (52. f, g) 

(84.) • P^J,J,Q, 

(85.) (d'IV + il'JV luy. V. = 2:2: Jldr = - J., J, (IQ 

gültig sein, einerlei ob die bet rachteteu Uinge ohne (ileit- 
stelleu, oder mit solclicn behaftet sind. 

Alle Eigenschaften der Kräfte eldy. Us (mögen sie bekannt oder 
unbekannt sein) werden sich eintheilen lassen in Elementar- und 
Integral -Eigenschaften, jenaclidem sie Bezug haben aut einzelne 
- Stromelemente, oder auf Complexe solcher Elemente (z. B. auf ge- 
schlossene Ströme). Demgemäss ist das Ampere sehe Gesetz ein 
Elementar gesetz genannt worden; und derselben Terminologie ent- 
sprech^end, ist andererseits das in (52.a^b) enthaltene Resultat ein In- 
tegralgesetz zu nennen. 

Genauer ausgedrückt wird übriges jenes durch (52.ayb) ausge- 
sprochene Integralgesetz zu bezeichnen sein als das F. Neumann'scho 
Integralgesetz, in etwas erweiterter Gestalt. Denn in der That ist 
dasselbe nichts Anderes als eine leicht sich ergebende Verallgemeine- 
nmg derjenigen Sätze, welche von meinem Vater aufgestellt worden 
sind flpeeiell mit Bezug auf fortschreitende oder drehende Be- 
wegungen. Diese specielleren Sätze sind bereits erwähnt, nämlich 
dargestellt durch die in (53.) und (54.) angegebenen Formeln. Im ■ 
folgenden §. soll in Kürze diejenige Methode*) dargelegt werden, 
deren mein Vater zur Ableitung dieser specielleren Satze sich bedient hat 

1* 12. Andere Metbode zur Entwickbni^^ der Theorie des elektro- 
dynamischen Potentiales. 

Es seien gegeben irgend zwei geschlossene Curven; irgend ein 

*) Vergl. die auf pag. 45 citirte Abhandlung: Ueber ein allgemeines 
Prineip der mathematisehea Theorie indncirter elektrischer Ströme; 
daielbit die fOnf loteten Seiten. 

6* 
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Punct der einen habe die ( 'uoidinaU'n ■''■„,//„, ^i, und die Bofrenliiiige 
Sq ; ebenso irgend ein Punct der andern die Coordinaten ic, , //j , 2^ und 
die Bogenlänge .s', ; endlich sei 

(1.) ü = = (X, - «,)' + (». - StY- + («. - *,)'• 

Alsdann folgt durch Differentiation nach Sq und 8^ : 

- 2 [(«.-«.) I J +...] - 2 . CO.*. - . e., 

(2.) 2[(x,-x,)ll' +...] 2j/Jj.cog*, 2,/B.e,, 

WO 6„ = cos^^, G, mm cosd,| E n G08C die bekannten Bedeutungen 
(pag. 44) besitzen. 

Besseichnet nun Z7 27 (R) eine willkOhrlich gegebene, lediglich 
von R abhängende Function, so wird: 

dJJ aildji 



also mit liück»icht auf (2.) 
oder, wenn man = K setzt : 

S^ufolge (1.) ist aber •'^^j^^ **" ^rdr ^ ""^ j! '* ^'T?*'®^* 

Mnitiplicirt man dieSe Gleichung mit den Bogenelementcn D.v,. 
und integrirt sodann über sümmlliche Elemoute beider Curveu, sb 
entsteht die Formel : 

(8.) 0-£SDs,Ds,[rE + 6,6,] , 

in welcher offenbar V, ebenso wie U, eine willkfihrliche Function von 
R oder (was dasselbe) Ton r ist. Diese Formel (8.) führt soforfc su 
folgendem Satz: 
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Sind E{r) und F[r) beliebige Fnnctionen von r, jedoch, 
mit einander verbunden durch die Relation: 

80 wird jederzeit die Gleichung stattfinden: 

(10.) 2^2^ Dö« ljb'(r) . E - F{r) . 0^0^ = 0 

die Integration ausgedehnt fiber zwei geschlossene Gurven 
von beliebiger Gestalt und Lage. 

Beiläufig sei bemerkt, dass (zufolge dieses Satzes) z. B. die Glei- 
chuug stattfindet: 

(11) ^^ D^o E ^^ Ds^^ Dgj öpQt _ Q. 

denn lür £{r) -= -i- , wird [zufolge : I'\r) ebenfalls =- ^ • 



Solches vorausgeschickt, gehen wir über zum eigentlichen Gegen- 
stande. Die eben betrachteten Curven mögen zwei gleichförmige 
Stromringe ohne Gleitstellen reprSpSentiren, A und B. Es seien: 

«/„Di',, und t7, Ds, zwei Elemente der Hinge Ä und jöj 

O'Q, ^^^^ -'i > y\} Coordiuaten derselben; 

r = //( '■„ — a;,)"^ + - ?/,)' -f (^^ — ^^,)«; 

A<)7 B„, und A, ; B, ; P, die iiichtungscosinus von Ds« und Dfi|; 

E = A,A, -f-.B„B, + r„r,; 

0„ = AAo + BBo+rr„, 

0, == AA, -|- BBi + rr,, wo A, B, r die Riclitungscqsinns der 
Linie r vorstellen sollen, gerechnet von D«| nach Di.„-, 

12 die pondcroniotorische Kraft eldy. Us, mit welcher DS| 
einwirkt auf «/„Ds,,; 

Z„' die Componenten dieser Kraft JB; 

Xq'^j y,,*, Z^^'^ die Componenten derjenigen ponderomotorischen 
Kraft eldy. Us, welche auf das einzelne. Element J^Ds^ aus- 
geübt wird vom ganzen Ringe j&; 

P das elektrodynamische Potential der beiden Ringe Ä und 
B auf einander. 

Es sei sogleich bemerkt, duss dieses roiential P (vergl. pag. 56j 
den Werth hat: 

(12.a) P. J,J, . 2;27 Dsi, Di, [4 g)' 0,0,] , 
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und daher, zafo]ge des Satzes (9.), (10.), auch ausgedrückt werden 
kann durch 

(I2.bx P= — j^Ji . 2:2: D«o [g> . E], 

vorausgesetzt, dass man unter q> eine Function von r versteht^ welche 
mit iff verbunden ist durch die Relation : 



Dieser Belation entsprechend, und in Uebereinstimmung mit einer 
frfiheren Festsetstung (pag. 46), sollen im Folgenden 

iff » ip{r) und ip (p(r) 
als Functioueu aufgefasst werden, welche für betrüclitiiclie r iden- 
tisch reapective mit und-^, für sehr kleine r hingegen von 

uocli uiilK'kaiintt'r Heschaffenheit sind. 

Die Krai't Ii iiat nach dem Ampere »clien Gesetz (pag. 44) den 
Wei-th: 

(14.) R^Ä^ J,J, D., Ds, . 8 'i^; £1^^ i 

ihre a;-Gomponente wird daher: 
(16.) - J,J, D.. ..^^^h,"^- 

Hieraus crgiebt sich durch iSummation über ttämmtliche Elemente 
Dsj süfurt: 

(.6.) x,.-^'^./.u,..2;d,(8(2 '«7^0Ä}' 

d. i. 

(17.) * Xo* = J^Jt D«, . 2: |s u 1 , 

wo far den Augenblick t- - — i- »«, und = ~ — » 0 ge- 

^ dt r ' öSfi dr ds^ ® 

setzt worden ist. 

Nun gilt allgemein für beliebige Functionen 11, v die Gleichung: 

Hieraus folgt, wenn für u, t> die genannten Bedeutungen substituirt 
werden: 



8t* ^- = 4^^**''^ 



?Sx * ^6", \dr r ] ct>i \JÜQ — x^ gSq) 

Somit crgiebt sich aus (17.) 



Digitized by Google 



liuearu Leiter. — Neumanu's Potential und iategralgesetz. 71 

- . ^ 1). {4 ^^^^ C^,- 10}, 

oder wenn man au Stelle der Function ü' die mit dieser durch die 
Kflation {Vi.) verbundene Function eintiilirt : 

Beachtet man nun, dass die Kiehtungscosinus von Ds« und D«, mit 
Ay; B«, Pq und Ai,Bi, f] bezeichnet' worden sind, so erhält man suc- 
cessiTe : 

b r 

r ^^^ CK— ^l)^^H 3 

«t>| 9Sq Xq 3J| 

1 ( ^ ^\ _ _ [AqA, + - •] , [(a?o-j;|) Aq + > . ■] A, 
B$i \a?o — iPj Xq — Xi fl?,)' ' 

l^o-^iy i_ C_J!1_ = _ (^• —^i) [AqAi H ] , [(a?o— ^i)Ao + "'] A, 

*So]nH folgt au8 (190 • 

(20.) X," - ./„^. D«, . i- D«,{| ? E - g A, } . 

Ajialugu Formeln werdeji oJlenbar aucli für Jf^* und Zq^ gelten, so 
da«8 mau also »chreibeu kann : 

(21.) X.» = J, J, l\ . i- Ds, E - g A,} , 
(22.) V-^'J.J,D.„.i.l..,gE-gB,}. 

(23.) Z,' - J,J, D.., . i D«,{^J E - Ij r.} • 
Aus den beiden letzten Formeln*) folgt sofort: 

m yM' - V = .1' \}^ . i D«,{(j,, _ E - i g} , 

*) Dio Fonueln (21.), (22.), (23.^ 8iud, ziemlich in derselben Gestalt» bereits 
von Ami)iTC gcseben in Rfinor Theorie des plit'nomenos dlektrodynamiquos (da- 
selbst pag. 13G). Ut'berhaupt ist der im gegenwärtigen §. eingeschlagene Weg 
bi« zu dieser Stelle ziemlich in Uebereinstimmung mit den in jener Theorie ge- 
gebenen Deducfionen. Von hier ab folgen nun aber diej euigen Entwicklungen, 
vddie sich vorfinden in der am ScUinn des TOrheigeheuden f. (Note, pag. 67) 
gonaonten Abhandlung. 
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wo zur Abkürzung y^Vi — g^Bi^l^ gesetzt ist Nun wird offenbar: 

.dtp r;(y|) 81 

also mit Kückaiclii mit die IJedeuhing von | : ^ 
Fxilglich kaim die Formel (24.) auch so geschrieben werden : 

( + qp (^B, r, — B, To) 

Siimmii-t iiuiu nun die Fonut'l (21.) über »ämmtliche Elemeute 
Ds^ des liiuges A, so erhält inaa: 

(20.) ^ V « «'o«^! • -^^-^^ l^^o {^^ e| ; 

und in analoger Weise erhalt man aus (S5.): 

(27.) 2;(yA^-"^ V)«^**V, .vE^ D«,D.. 2 - ^« E+9(Bpr,- B,rj}. 

Die Formeln (26.) und (27.) repräsentireii olt'cnbar diejenige trans- 
latorisclic Wirkung und dasjenige Drehungsmoment, welche 
B auf A ausübt respective in der iiichtung der o^Achse und in* 
Beaug auf diese Achse*). 

Beiläufig bemerkt geht aus diesen Formeln (26.), (27.) deutlich 
hervor, dass die Ausdrücke 

(28.) A^J,J,Ds,\>s,^-E, 

•diu die sclioinbarcu Kräl'ic /, wisclicn den K Irmen len j^e- 
«ehlossener Ströme Ijezeiclinet werden können mit Bezut; 
auf fori schreitende, nicht aber mit Bezug auf drehende Be- 
wegungen **). 



*) SelbitTentändlich iat hier immer nur von denKriUlm eldy. Ub die Bede. 
Genauer auagedrfickt mfisste man abo sagen: die translatorische Wirkung 

eldy. Us, ebenso das Drehungsmoment eldy. Uh. Doch mag der Zusals 
eldy. üs, der Bequemlichkeit willen, hier und im Folgenden auweilen unter- 
drückt werden. 

**) Die Ausdrücke {'IH,) würden nämlich als die scheinbaren filementarkräfke 
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Das elektrodynamiache Potential P der beiden Bange A und B 
anfeuumder hat nach (12.b) den Werth: 

(2Ü.) P = — ^2 . 2:2; Dsj [9 . EJ. 

Denken wir uns den Bing Ä sich selber parallel in der Bichtung 
der d;Achse nneqdlich wenig Terschoben^ so resultirt für das Potential 
P ein Zuwachs 

(30.) dP J,J, . ££ D«,D«, da^ . e} , 

wo <5.r|, die Verscliiebimg des Punktes .'„, f/iu ~u vorstellt. Bezeielniet 
mau den gemeinschaftlichen Werth, welclien die V'erschiehuiig 
9x^ für sümmtliche Pimcte des Biuges A besitzt, mit Öq, hq folgt : 

also mit Rücksicht aui 

(32.) SXJ' Jf. 

D. h. die von B auf A in der Richtung der xAchse aus- 
geübte translatorische Wirkung ist, abgesehen vom Vor- 
zeichen, gleich dem Differentialquotienten des Potentiales 
Pnach einer Verschiebung von .1 in jener Richtung.- Das 
ist derselbe Satz, der schon früher (pag. 55) auf anderem Wege ge- 
funden war. 

Denken wir uns andererseits dem Hinge A eine unendlich kleine 
Drehung um die a;Axe zuertheilt, so wird das Potential P (29.) einen 
Zuwachs erhalten:. 

(33.) dP-« — i4« . SS D«oD.s, [E Ötp + ydE). 

wo dtpf dE die Bcdcutungeu haben: 

d E — A,dA„ -f B,dBto + r,dro. 

Fflr die Veränderungen dx^, 6%, ds^ und dA„, dB,,, dT,, ergeben sich 
aber aus unsem allgemeinen Formeln [(40.d,g) aui pag. 47,4 8J die 
Werthe: 



mit Bezug auf dn li) ndc Bewegungen nur dann angewhen worden können, 
wenn das in der Formel (27.1 ciithulteno Glied 

ES D*o D«, «p |B„r, — B, To) 
jcilerzcit Null wilro. Daes solche» aber nicht der Fall i»t, ergiebt sich leicht, 
^. B. durch Betrachtung unendlich kleiner StrOme. 
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dj^ — 0, «A, — 0, 

+ ^ o » a « H- Be a o , 

lalls mau iiäuilich unter d tlen uueudlieli kleineu Wiukel versteht, 
um welchen der King A um die x Axe gedreht worden ist. »Somit 
folgt: 

*E=« (BoT, ~ B, r„) ^o. 
»:>ubstituirt uuiu aber diese Werthe in (33.)? ^ ergiebt sich 

^^•^ Jl - - • '^'•^"'{(f* Ir^-*» ly) ^ + »'^^'"' - ^' ■'•^i 

und hieraus folgt mit liücksicht auf (27.) sofort: 

D.h. das von B auf il in Besug-auf die a; Achse ausgeübte 
-Drehungsmoment ist, abgesehen vom Vorzeichen^ gleich 
dem Differentialquotienten des Potentiales P nach einer 
Drehung von Ä um jene Achse; — ein Satz, welcher überein- 
stimmt mit dem schon fHlher (pag. 56) erhaltenen Resultat. 



g. 18. Ueher die Frage » ob Ar die penierometoriieheB Krifle elekiro* 
dymlsehea Vrsfnugs ein oleBieBtares Potealial exlstirea kjuui« 

Es seien A, B zwei starre Druhtriiii^e , die durcliliobsen sind 
von den g 1 c i o Ii t'ö r mi g e n elektrisch e u »StrOuien J,, , tT, . Belin- 
den sich diese iiiuge in irgend welchen Bewegungen, und gleichzeitig 
etwa aucli die in ihnen vorhandenen .Ströme t/„, J, (unbeschadet 
ihrer ( ileichtonnigkeit i in irgend welchem Zustande der Veränderung, 
bo wird (vergl. pag. Ö3j lür jedes Zeitelement dt die Formel gelten: 

(1.) (rfT^^).i4,. n.^-i^daJt ^ da +•••). 

Hier he/eichnet F das elektrodynamische l^oteutial der beiden ltin<5e 
aufeinander, und (</7V|''')oi,iy. r« die Arbeit derjeni,<,'en j)()nder()mutori- 
schen Kräfte elektrodynamischen Ursprungs, welche der Iving 7/ wäh- 
ren<l des gegebeneu Zeitelementes (// ausübt auf den King. l. Ausser- 
dem sind unter a , a'. . . . diejenigen Parameter zu verstehen, durch 
welche die räumliche Lage des Ringes A in irgend einem Augenblick 
sich bestimmt, und unter da. da. . . . die Zuwüchse dieser Parameter 
wtUireud der Zeit dt. Die Formel (1.) sagt also aus, dass für jedes 
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Zeitelement dt die Tom Ringe S auf den Bing A aasgeübte 
ponderomotische Arbeit eldy. Us gleich gross ist mit dem 
negativen partiellen Zuwaeks des Potentiales P, genommen 
nach der räumlichen Lage von A. 

Bei den hier anzustellenden Erörterungen wollen wir^ der Ein- 
fachheit willen, uns beschranken auf den Fall beträchtlicher Ent- 
femongen. Alsdann ist (yergl. pag. 46) die Function if identisch mit 
yr, folglich das Potential P (vergl. pug. 57) darstellbar durch 

(2.) P — - il» Jo J, . Dso Ds, , 

utler auch durch : 

WO r, 0„, 0,, E dieselben Bedeutungen hüben wie im Ampere »chen 
Gesetz (pag. 44). Multiplicirt mau die Formeln (2.) und (3.) respective 

mit ^ und ^ ' ^ und addirt, so eilrißt man für P folgende 

dritte Darstellung: 

(4.) P J,J, . SS (1^* + l±* i) Da. D«„ 

wo offenbar h^eiae völlig willktthrliche Constante ist An Stelle 
von (4.) mag kürzer geschrieben werden: 

wo alsdann p zu definiren ist durch die Formel : 

(8.) p D*, D«, J,J, Q + l+* D*, D«, . 

Andererseits sei bemerkt, dass die in (1.) mit (<I2j')«ui,.ui be- 
zeichnete Arbeit in folgender Weise ausgedrückt werden kann : 

0-) {dlYhay.V* = 2:2: (^/Ty*)cidy.ü»> 

wo alsdann (<ijr„')cidy. u» diejenige Arbeit eldy. Us rei)räsentirt, welche 
ein einzelnes Element D$, des Ringes ausübt auf ein einzelnes 
Element Ds«, des Ringes A. 

Durch Substitution der Werthe (ö.), (7.) gewinnt nun die Formel 
(1.) folgende Gestalt: 

' (8.) {dT^')Mj, ü. « - ££ 4- ^ da + . . iJö^ . 

oder (was dasselbe ist) folgende : 
(9.) SS (rfr.')ao,.„. SS (ÜP}^ + d,-+ ....). 
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Die Tom ftingo S auf don Bin^ A. ati8|{efibt6 Arbeit ££ (dT^^^tiUf, ut 
Ui also, wie aus der Formel (9.) deuÜieb hervorgeht, Ton soldher 
Beechaffiuiheit, akwQrde von jedem einzelnen Elemente Ds^ anf jedes 
einzelne Element Ds^ eine Arbeit (dT^^)^,vt ausgeübt ▼om IVertilie! 

(10.) («»r.«w.ü. {'ir>^';Phlia + 'S£^^ä^ + ..). 

Jene frohere Formel (1.) k&nn bezeichnet werden als ein für 
zwei gleichförmige Stromringe gültiges Integralgesetz, andereneib 
die Formel (10.) als ein aus diesem, durch Bepartirung auf die ein- 
zelnen Elemente, sich ergebendes Elementargesetz. Dem entspre- 
chend würde alsdann P das elektrodynamische Potential der beiden 
Ringe A,B aufeinander, und^jD^gD^j dasjenige der beiden Ele«^ 
mente Dj^, Dsj aufeinander zu nennen sein. 

Ein solcher Proeess der Reportimng ist selbstverständlich vom ma- 
thematischen Standpuncte aus vSlIig unberechtigt ^ ebenso unberechtigt, 
als wollte man aus einer gegebenen Gleichung a h ^ a ß den 
Schluss ziehen, dass a^u und b^ß sein müsse. Auch würde die 
Formel (10.) ein Elementargesetz repraaentiren, welches, wie leicht zu 
übersehen, mit dem Amp^re'schen Elementargesetz in Widerspruch 
stehi 

Doch könnte man die Dinge von einem andern Standpuncte aus 
betrachten. Man könnte behaupten, wirklich durch die Erfahrung 
constatirt sei das Ampere *sche Elemeniargesetz keineswegs, 
sondern nur das aus ihm sich ergebende, durch die Formel (1.) 
ausgedrückte Integralgesetz. Üernoremäss habe jedes andere Ele- 
mentargesetz, falls dasselbe nur eb»'ii falls hinleite zu dem genannten 
Integralgesetze (1.), dieselbe Berechti^un;^ wie das Ampere .sehe. 
Der Annahme des durch (HK) ausgedrückten neuen Elementargesetzes 
an Stelle des Ampere'schen stünde also kein Bedenken entgegen; 
ausserdem aber lalle zu seinen Gunsten noch der Umstand ins Ge- 
wicht, dass dasselbe, dem Ampere'schen gegenüber, durch grössere 
Einfachheit sich auszeichne, nämlich verträglich sei mit der Existenz 
eines elementaren Potentiales. 

Unterwerfen wir nun, auf solche Em})fehlung hin, das durch die 
Formel (10.) ausgedrückte neue Elementargesetz einer näheren Be- 
trachtung; und denken wir uns dabei, der grösseren Be(]ueniliehkeit 
willen, den Ring B, mithin auch das Element D^i, als unbeweglich. 
Der Ausdruck 2^ Ds,, D*-, (6.) ist nicht nur abhängig von den 
Co Ordinate n des Elements Ds„, sondern auch von seiner l\ichtung. 
Folglich wird, jenem neuen Gesetze (10.) zufolge, die elementare 
Arbeit (r?T,^')euiy. i:« auch dann noch einen gewissen Werth besitzen, 
wenn das Element Dsq, ohne seinen Ort im Raum zu ändern, nur 
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seme Bachtmg wechselt. Jenem Gesetze (10.) zufolge, sind also die 
ponderomotorischen Kräfte elektrodynamischen Ursprungs, welche das 
unbewegliche Element Ds, auf das Element Ds^^ ausübt, von solcher 
Beschaffenheit, dass sie eine gewisse Arbeit verrichten, sobald das 
Element Ds,, etwa um seinen eignen Mittelpunkt sich dreht. Mit 
andern Worten: Jenem Gesetze zufolge werden die genannten Kräfte 
ein gewisses Dreli ungsmoment auf Dä,, ausüben. — Unterwirft man 
die in solclier Weise sich ergebenden elementaren Drehungsmomente 
nämhch das von Ds, auf Dsy, und umgekehrt von Ds„ auf Di', aus- 
geübte, einer näheren Untersuchung , so zeigt sich^ dass die geometri- 
schen Charakteristiken*) dieser beideii Momente parallel, von glei- 
cher Stärke und entgegengesetzter Richtung sind, vorausgesetzt, 
dass man der bisher unbestimmt gelassenen Constanten Je [welche in 
p Ds^, Ds, (6.) enthalten ist] den Werth -{- 1 zu Theil werden lässt. 
Ueberhaupt zeigt sich, dass jenes neue Elementargesetz (10.) bei 
Annahme dieses sj)eciellen Wert lies von 7t* im vollen Einklänge steht 
mit den Anforderungen des allgemeinen Priuci2)S der Actiou und Ke- 
action. 

Soweit also würde kein Einwand zu erheben sein gegen die An- 
nahme jenes neuen Elenienturgesetzes (10.) und des damit verbundenen 
elementaren Potentiales }> iXs,, \)s^. Doch ergeben sich gewichtige 
Einwände von einer andern Seite her. 

Denkt man sich nändieh den ??tromring A zusammengesetzt aus 
zwei Tlieilen, von welchen der eine A' drehbar ist um eine gege- 
bene Aclise, während der andere ^" eine völlig f es te Aufstellung hat, 
un<l denkt man sich andererseits den Stromring B ersetzt durch ein 
ebenfalls fest aufgestelltes Solenoid, dessen geometrische Achse zu- 
samnienfUUt mit jener gegebenen Drehungsachse, so wird die re- 
lative Lage zwischen diesem Soleuoide B und dem Theile A\ falls 
man letztern um die genannte Achse in Umdrehung versetzt, fort- 
während dieselbe bleiben. Die während irgend eines Zeitelementes 
(U dieser Umdrehung vom Solenoid B auf den Theil A' ausgeübte 
Arbeit ((ITa ") eidy.üi hat nun zufolge des neuen Elementargesetzes 
(10.) den Werth: 

an r^/r — ^{ ^^ ptys^Bs^) 

{Ii,) ((11 jeldy. ÜB = « ß , 

WO « den Drehungswinkol, und da den Zuwachs vo)i « während der 
/eit(i^ bezeichnet Selbstverständlich ist in diesem VV erthe (11.) unter 



*) Unter der geometrlMdi«! Cbarakteciitik eines DrohungMnomentei soll eine 
mit der Achse des Momentes parallele Linie verstanden sein, welche dnreh ihre 
Unge und Richtung die Stärke und den Sinn dca Drehnngsmomentes ongiebi 
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(12.) ££ p Ds„ Dä, 

ein Integral zu verstehen, welches sich ausdehnt Ober alle Elemente 
Dsq des Theiles A und über alle Elemente Ds^ des Solenoides JB, 

Während der genaDnien Umdrehnugsbewegang bleibt ntui aber, 
wie sehon bemerkt, die relative Lage zwischen Ä' und B fortdauernd 
ein und dieselbe, mithin der Werth des Integrales (12.) unab- 
hängig von €c, Somit folgt aas (11.)} <^ 

(13.) {d %iij,v. ^ 0 

ist, dasB also die yom Solenoid auf den Theil während seiner 
Umdrehung ausgeübte ponderomotorische Arbeit eldy. üs fortdauernd 
Null bleibt, und dass mithin die vom Solenoide auf den Theil A 
ausgeübten ponderomotorischen KrSfte eldy. Us nicht im Stande sein 
können, diesen Theil Ä, felis er etwa zu Anfang in Buhe sich beün- 
det, in Umdrehung zu versetaen. Solches aber widerspricht bekannt- 
lich in direeter Weise den experimentellen Thatsachen *). 

Die Vorstellung, das Ampere'sche Elementargesetz 
dürfe oder müsse ersetzt werden durch jenes neue in (10.1 
angegebene Elementargesetz, überhaupt die Vorstellung, 
für die ponderomotorischen Kräfte eldy. Us existire ein 
elementares Potential, — diese Vorstellungen brechen also 
zuisammen unter dem Gewicht der empirischen That- 
sachen. 

Ein solches Wort wie Potential kann allerdings in höchst ver- 
schiedenen'?*^ Bedeutungen gebraucht werden; und es wird daher an- 
gemessen sein, das oben ausgesj)rochene £igebniss ein wenig sorg- 
fältiger zu formuliren, indem wir sagen: 

Das für die ponderomotorischen Kräfte eldy. Us mit 
Bezug auf zwei gleichförmige Stromringe von meinem 



*) Die erste der hierher gehörigen experimentellen Thatsachea dürfte von 
Sa Vary entdeckt worden sein (vergl. Ampi-re: Th('*orie dea ph^n. tUektrody., 
pag. 47}. Diejenige Bpecielle Thatsache, welche bei den obigen Erörterungen 
TorzugBweiae ins Auge gefaatt ist, nftmlich die fiotation einet elektrischen StKom" 
leiters um einen Magneten oder um ein Solenoid, tritt denflidi hervor bei dem 
v<Mi Faraday constmürten Rotationsapparat. Man findet die Beschreibang diesea 
Apparates in Wiedemann's Lehre vom Galvanismiis (Brannschweig, 1863, 
Dd. n, pag. 121), ferner in Wüliner 's Lehrbuch der ExperimentalphyBik (Leipzig, 
186Ö, Bd. II, pag. 1125). 

**) In ganz anderer Bedeutung ist z. B. dieses Wort Potential von mir ge- 
brancht worden In einer Abhandlung über die Frincipien der Elektrodynamik 
vom Jahie 1868 (Programm der Tfibiager UniversUftt vom Juli 1868; vergl aacb 
die Math. Annalen, Bd. I, pag. 817). 
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Vater eingeführte Potential P besitzt bekanntlich die cha- 
rakteristische Eigenschaft, dass die von solchen Ringen 
aufeinander ausgeübten translatorischen Wirkungen und 
Drehungsmomente identisch sind mit der negativen par- 
tiellen Ableitung von P nach der betreffenden Richtung 
oder nach dem betreffenden Drehuugswinkel, und dass 
allgemeiner die Yon dem einen Ringe auf den andern wäh- 
rend irgend eines Zeitelements ausgeübte Arbeit identisch 
ist mit dem negativen partiellen Zuwachs von ge- 
nommen naeh der räumlichen Lage jenes andern Ringes. — 
Dass ein derselben Eigenschaften sieh erfreuendes Po- 
tential auch existire für irgend zwei Strom elemente, ist 
den empirischen Thatsachen gegenüber ein Ding der Un- 
möglichkeit*). 

Allerdings wird mit Bezug auf gewisse specielle Fülle (wenn 
z. B. die betrachteten Ringe starr oder wenigstens ohne Gleitstellen, 
und die iu ihnen vorhandenen Ströme gleichförmig sind) der An- 
nahme eines solchon elementaren Potentiales kein Hinderniss ent- 
gegenstehen. Doch wird dieses elementare Potential, eben weil seine 
Anwendbarkeit auf specielle Fülle beschränkt ist, niemals angesehen 
werden dürfen als der Ausdruck des wirklichen Elementargesetzes, 
sondern aufzufassen sein als der Ausdruck eines scheinbaren Elo- 
menUirgesetzes, welches in jenen speci eilen Fällen mit dem wirk- 
lichen äquivalent ist. Da.s in (10.) angegebene scheinbare Klemeii- 
targesetz bietet ül)rigens, wie vorhin gezeigt worden ist, die Eigen- 
thumlichkeit dar, dass ihm zufolge zwischen zwei Stromelementen nidii 
nur gegenseitige translatorische Kräfte, sondern daneben auch noch 
gegenseitige Drelmngsmomeute vorhanden sein würden. 



*) Man findet diese Erörterungen, theilweise ein wenig weiter ausgernhrt, 
in einem Aufsätze , den ich in den von Clcbsch und mir herausgegebenen Math. 
Annalfu (Bd. V, pag. G02) veröffentlicht habe. Zugleich findet man «lort (paf^. 614), 
itt unmittelhurem Anschlucs an diese Erörterungen, gewibse Bedenken ausgosprn- 
cbea gegen die neuerdings von Helm holt 2 entwickelte Theorie (^liorchardt'H 
Jounuü, Bd. 72, pag. 57 und Bd. 76, pag. 35). Ohne auf diese Bedenken hier, von 
Neuem einsngehen, mag nur noch bemerkt iein, dnia der Ausdruolc (6.) genau 
deijenige ist, welchen Heimholt« als das Potential zweier Stromelemento 
infeinander bezeichnet, dass es alter auf einem Irrthum beruht, wenn Helni- 
lioltz sagt, jener Ausdruck verwandele sich für /.• = -|- l in das von meinem 
Yuter aulgeHteiltc Potential. Denn in den betretiendon Abhandlungen meines 
Vaters ist nirgends tob dnem Potential swiiehen Stromelementen die Bede, 
Mndern immer nur von dem Potential swiadien geschlossenen gleiehförmi- 
gen StrGmen. 
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Untersuchung gewisser Integrale, welche hinerstreckt sind 

über geschlossene Curven. 

Es enthalt dioser Abschnitt gewisse Betruhtungeo , welche voranzuschicken er^ 
forderlich iat, fiUls langwierige Unterbrechungen in den nftchstfolgeoden Abachuitten 

vermieden werjden sollen. 



§• 14« lieber diejcnigron rntorscheidungen , woldie mit Hülfe der -Worte 
Links und Kecbts ausgedrflekt xu werden pflegen. 

(1.) Erste Itofinitioii. Denkt man eich eine beeti^nmte 
Richtung n festgesetzt auf der Peripherie einer Kreis- 
fläche, und ferner eine bestimmte Richtung a festgesetzt 
auf der Achse*) der Kreisfläche, so sollen diese beiden 
Richtungen positiv zu einander genannt werden, sobald 
der in n Liegende und nach dem Mittelpunct der Kreis- 
fläche Hinsehende die Richtung a markirt mit ausge- 
streckter Linken. 

Wir haben uns also, falls die Richtung in gewöhnlicher Weise 
durch einen Pfeil angedeutet ist, eine ihrer Länge nach mit diesem 
Pfeil zusammenfallende menschliche Figur vorzustellen, in solcher 
Lage, dass ihre Füsse am Schweif, ilir Kopf an der Spitze des Pfeils 
sich beHnden, und gleichzeitig ihre Augen nach dem Mittelpunct der 
Kreisfliiclie hingewendet sind. Die beiden Richtungen 7t und « heissen 
positiv zu einander, sobald diese Figur die Richtung « markirt mit 
ihrem ausgestreckten linken Arm. Es wird mithin z.B. die schein- 
bare Bewegung der Sonne um die Erde positiv zu nennen sein in 
Bezug auf diejenige Richtung der Erdachse, welche vom_Nordpol zum 
Sadpol geht * 



*) Unter der Achse ist die auf der Kreisfläche in ihrem Mittelpunct errichtete 
Normale zu verstehen. 
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Durch a ist ein geradliuitres Fortschreiten, andererseits durch it 
t'uit' ifcwisse Drehung indieirt. Sind a und z positiv zu einander, so 
werden jenes Fortschreiten und diese Drehung ebenfalls als po- 
sitiv zu einander zu bezeichnen sein. 

Sind im ßaume iigend zwei Linien g und h , jede von festgesetzter 
Richtung y gegeben, welche ohne sich, zn treffen in irgend welchem 
Abstände an einander vorübergehen, so wird, falls man die eine 
derselben, z. B. g, ab Aohse betraehtet, gleichzeitig dorch die andere 
h eine gewisse Umdrehongsrichtong nm diese Achse markirt sein *). 
Oder anders ausgedrückt: Betrachtet man g als das a, so wird f^eieh- 
zeitig durch h ein gewisses « markirt sein. Mit Bc&ug hierauf gilt 
folgender Satz: 

Sind die Linien h, respeetive als « betrachtet , positiv zu 
einander, so sind dieselben, respeetive als ar, a betrachtet, eben&lls 
positiv zu einander. 

Der Satz ist leicht zu beweisen, wenn wir ihn zunächst ein wenig 
anders aussprechen. Die beiden Linien g, h mögen .durch die Linie 
k ihres kürzesten Abstandes starr mit einalider verbunden sein; und 
diese starre Figur {g, k, h) sei gegeben in zwei (congruenten) Exem- 
plaren. In dem einen Exemplar sei g mit a, h mit « bezmebnet, in 
dem andern umgekehrt g mit h mit a', Darzuthun ist alsdann, 
dass wenn a, n positiv zu einander sind, Gleiches auch gilt von 3r'. 
Hiefflr aber ergiebt sich der Beweis augenblicklich. Denn jene beiden 
Exemplare können, wie leicht zu übersehen, in doppelter Weise mit 
einander zur Deckung gebracht werden, einerseits so dass g mit g, 
h mit h zusLUiuuennillt, andererseits aber audi so, dass das <j des 
ersten Exemplars mit dem h des zweiten, und das h des ersten mit 
dem g des zweitem zur Deckung gelangt**). Jene beiden Exemplare 
{7, /<), welche respeetive bezeichnet waren mit («, n) und (jr', «'), sind 
also unter einander congruent nicht nur im 8inne (a, n), {n, «'), son- 



*) Man kann sich nilmlich die Linien h enthalten denken in einem süinen 
Körper, g als eine feste Achse des Körpers, h aber als eine auf den Körper ein- 
wirkende Kraft alMehen. Durch diese Kraft h wird der KGrper um jene 
Adise in dnem bestimmten Sinne in Umdrehimg yeraetst werden. 

**) Dass die erste Deckun^sart mögHch ist, folgt anmittelbar aus der voraus- 
gesetzten Congruenz der beiden Exemplare. Denkpn wir uns nun alter dio beiden 
Exemplare in dieser La^e, also g mit g, h mit h, folglich auch k mit k zu- 
sammenfallend, und lassen wir vom Mittelpunct der Linie k eine Achse l ausgehen, 
gleich geneigt gegen die beiden liichtungeu g und h, so wird das eine Exem- 
plar (g,k,h) falls man danelbe um die Aohae 2 um 180* dreht, Ton Neuem mit 
dem andern Ezomplar snr Deckung gelangen, diemnal alier so, daaa g uid h 
respeetive mit Ii und g ausammen&llen. Dies aber ist die behauptete a weite 
Decknngsart. 

Neansnn, di« elaktriaotisa KrSfte. G 
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(l«'rn (*l)enso auch im Sinne (a, ä\ (a, 7t'). Ans der Voraussetzung, ilass 
«, 7t positiv zu einander sintl, toigt daher, da^s n:' ebenfalls positiv 
zu einander sind. W. z. h. w. 

Aus diesen iietrachtuugeu entspringt die Berechtigung für folgende 
bczeichungsweise : 

(2.) Zweite Definition. Zwei im Räume aneinander vorbei- 
gehende, unterirgend welchem Winkel gegen einander ge- 
neigte Linien mögen positiv zu niumder genannt werden, 
sobald angedeutet werden soll, dass jene Linien zn diesem 
Namen berechtigt sind, falls man die eine als Achsenrich- 
tnng, die ancTere als Umdrehungsrichtung ansieht. 

Oder anders ansgedrückt: Sie mögen positiy za einander 
genannt werden, sobald der in der einen Linie Liegende 
und nach irgend einem Puncte .der andern Linie Hin- 
sehende die Richtung dieser andern mit ausgestreckter 
Linlcen markirt. 

Die in (L) spedeil für eine EreisflSche getroffene Festsetzung 
ISsst sich ohne Schwierigkeit ausdehnen auf jedes beliebige fl&chen- 
stficky einerlei ob dasselbe eben oder krumm ist; man gelangt alsdami 
zu folgender Definition: 

(3.) Dritte Definition. IstUngs des Randes eines gegebenen 
Fläehenstfieks eine bestimmte Richtung € festgesetzt, und 
ist ferner in irgend einem Puncte m dieses FlSchenstücks 
eine Normale et von bestimmter Richtung constrnirt, so 
wird man zun&chst bei einer auf dem FlSchenstfick um m 
beschriebenen unendlich kleinen Kreislinie diejenige 
Richtung x anzugeben im Stande sein, welche mit jener 
Umlaufsrichtung 0 gleichsinnig ist. Solches ausgeführt 
gedacht, sollen <T und er |M)8itiv zueinander genannt werden, 
sobald « und a positiv zu einander sind*). 

Endlich ma<x noch hinzugefügt worden folgende 
(4.) Vierte Definition. Sind r, ,r.,, >;, drei Strahlen, welche 
von ein und demselben Punct 0 ansgeheu, so mag der (Jha- 



*) Sind (Hp Kichtimgen a und a (im eben anj?egebenen Sinne) positiv zu 
einander, so ptlegt man c auch positiv zu nennen in Uezug auf diejenige Seite 
des FlüchonatückB, auf welcher die Normale a errichtet ist, z. B. positiv zu nennen 
in Bezug auf die obere Seite, indem man aU obere Seite knnweg die- 
jenige beseichnet, auf welcher a erriohtet ist. fn solcher Weise tritt die hier 
gegebene Definition in yoile Uebereinstimmang mit der von mir bei einer firflheren 
Gelegenheit auBgesprochenen De6nition (Vorieeungen über die RiemaDU*8cbe 
Theorie der Abel'gchen Functionen. Verlag von Teubner in Leipaig. 1885. 
pag.7lj. 
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rukter dieses Strahlen b üiulels positiv genannt werden, so- 
bald die durch die Reihenfolge r^,r.,,r.^ indicirte ümlaufs- 
richtung positiv ist in Bezug auf irgend einen vierten von 
0 ausgehenden Strahl, dessen Neigungen gegen r,, rj, 
kleiner als 90 sind. 

Bezeichnet mau also diesen vierten Strahl mit a, und bezeichnet 
man ferner mit 1, 2, 3 dasjenige sphärische Dreieck, welches auf einer 
um 0 beschriebenen KugelHiiche durch die Strahlen r, , r.,, r.^ markirt 
ist, so wird das Strahl enbündel »'j^r^jr., seinem Charakter nach po- 
sitiv zu nennen sein, sobald die durch die Keihenfolge 1,2,3 indi- 
cirte Umlaufsrichtung des sphärischen Dreiecks positiv ist in Bezug 
ftuf die durch et repräsentirte JSormale. 

(5.) Determiuatiou. Für alle folgenden Untersuchungen 
sei festgesetzt, dass das zu Grunde gelegte rechtwinklige 
Achsensystem {x^y^e oder oder Tt^fd jedesmal von 

pOBiiiveni Charakter ist. 

Von der Definition (4.) aus gelangt man (und zwar am einfach- 
sten wohl durch unmittelbare Anschaunng) zu folgendem 

(6.) Sat& Bilden drei von demsel ben Punct ausgehende 
Strahlen r^yr.^jr^ ein Strahlenbündel von positivem Cha- 
rakter, so wird ein in r, Liegender und in der Richtung 
von r. Fortsehender die Richtung von markiren mit 
ausgestreckter Linken. 

Wir gehen nunmehr aber zu sich anlehnenden analytischen Be- 
trachtungen. Es sei x,y,e ein rechtwinkliges Achsensystem mit dem 
Anfimgspunct 0, und / die Verlängerung von £ fiber 0 hinaus. 
Dann ist x,y,z von positivem, hingegen x^y^e* von negativem 
Charakter; was angedeutet weiden mag durch 

Char {Xj i?) « pos., 
Char {Xjifj z) = neg. 

sei nun femer r^, i^, ein beliebig gegebenes von O ausgehendes- 
Sirahlenbündel y und u deijenige vierte Strahl, welcher gegen r, , r.,, r , 
unter gleichem, und zwar spitzem, Winkel geneigt ist. Setzt 
man also 

(«, r,) — 9i, 

(«, r,) — 9>,, (y„ 9>,) = ^j, 

so wird 9), = , = g?., < 9()" sein; während gleichzeitig unter i>\,4''i,i^j, 
diejenigen Winkel vorstanden werden sollen, unter welchen die Ebenen 
von 9),, 9;., in der Linie « zusamnienstossen. 

indem wir die Linie « ungeändert. lassen, ertheilen wir den Strah- 
len »'i,r2, um den Punct O derartige Drehungen, dass zunächst 
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i OH(f ^ =^ t osg , ^ eosg: , ^ J \^ , und dass sodaiin </', 4-'., = wird. 
Diese lii weguiig läs.st sirli uH('nl»ar ininipr in steti^^er Weise, und zii- 
gleicli iu solcher Weise ausliiliren, dass die Strahlen r,, f., r.^ wÜhrond 
des ji^anzoii Verlaufes der Bewegung niemals iu diesel be Ebene zu 
liegen kommen. Nach Ausführung dieser Bewegaug wird das 
Strahlenbündel r,, r.^, r.^ ein rechtwinkliges sein. 

War nun das Strahl enbundel r,,?-.^,!-^ zu Anfang von positivem 
Charakter, so wird dasselbe während jener Bewegung, bei welcher 
rnemals alle drei Strahlen in dieselbe Ei)eae fielen, diesen Charakter 
beibehalten, und also zu Ende jener Bewegung congruent sein mit 
dem Aehsensystem x, y, 0, War andererseits das Strahlenbündel 
zu Anfang von negativem Charakter, so wird es nach Aas- 
fOhrung jener Bewegung congruent sein mit dem Systeme x,y,tf. 
Demgemass wird es nachtrSglieh nur noch einer gewissen. Drehung 
des rechtwinklig gewordenen Strahlenbfindels r^,r^,r^ um den Punct 
0 bedürfen, damit dasselbe im einen Falle mit x, y, g, im andern mit 
X, y, d zur wirklichen Deckung gelange. 

Ein beliebig gegebenes Strahlenbündel t^^r^jT^ von positivem 
Charakter wird al$o durch eine stetige Bewegung seiner Strahlen, und 
ohne diese Strahlen jemals in dieselbe Ebene zu bringen, zur Deckung 
gebracht werden konneu mit dem Systeme .r, ^, z. Und in analoger 
Weise wird ein StrahlenbÜndel r,,r.^, r., von negativem Charakter 
znr Deckung gebracht werden kdnnen mit dem Systeme x,y,z\ 

Sind nun A,, Bf, fj die Richtungscosinus der Strahlen in Bezug 
auf die Axen x^y, so wird die Determinante 





A, 










B, 




B, 






r, 


r. 


r, 





während der eben genannten Bewegung sich verwandeln 

entweder in: oder in: 



l 
0 
0 



0 

1 

0 



0 

1 



1 

0 
0 



u 

1 

0 



0 
0 

— 1 



jenachdeni der Charakter des Strahlenbihidels positiv oder negativ isi. 
L). h. die Determinante A wird im erstem Fall iu -j- 1, im letztem 
in -- 1 übergehen. 

Dieser llebergang wird, weil jene Bewegung der Strahlen eine 
stetige ist, ebenfalls ein stetiger sein, uncl wird giiichzeitig, w^eil jene 
Shahleu bei ihrer Bewegung niemals in dieselbe Ebene fallen, 
in solcher Weise erfolgeu, dass die Determinante inzwischen niemals 
M uli wird. 
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Die Detorminante A kann also, in stetiger Weise und ohne in- 
zwischen Null zu werden, in -f- 1 oder in — 1 ttbergefUhrl: werden, 
jenachdem das gegebene Strahlenbttndel t\, r.^, r.^ von positiveni oder 
negatiTem Charakter ist. Hieraus aber folgt sofort, dass jene Deter- 
minante A auch schon während ihres ursprOnglichen Zustandes im 
erstem Fall einen positiven , im letztem einen negatiren Werth be- 
sessen haben muss. Wir gelangen daher zu folgendem Ergebniss: 

Satz. Der Charakter eines beliebig gegebenen Strahlen- 
büudels 

wird jederzeit positiv oder negativ sein, jenachdem die 
zugehörige Determinante 

Ai Aj A3 
Bj B2 Bj 

r. r, r, 

einen positiven oder negativen Werth besitzt. 

Es ist femer das analytische Kriterium zu erniren für zwei 
Linien ^, /*, welche zu einander po^5itiv sind [veigl. (2.)]. Die Linie 
(j mag durch zwei Puncte markirt, und demgemüss mit P(i> bezeichnet 
sein; ebenso h bezeichnet sein mit P'Q'. Liegen nun PC^f und F' (/ 
positiv zu einander, so wird (wie die unmittelbare Anschauung zeigt) 
das Strahlenbiindel FQ, FF', FQ' ebenfalls von positivem Uhiu-akter 
sein,, was angedeutet sein mag durch : 

(a) Char {FQ, FF, P«) = pos. 

&id S, C und Ä\ C die Ooordinaten von F und P', 
feiner A, B, f nnd A', B', T die Bichinngseosinus von FQ und P'^, 
80 wenden 

A-^A, B^B, C'—C 

die rechtwinkligen Projectionen von PP', und 

A'^A + l'A, B — B + VB', C'-C + IT' 

die rechtwinkligen Projectionen von FQ^ vorstellen; dabei ist unter 
V eine positive Zahl, uamlieli die'I&ige von F*Qf m verstehen. Aus 
(8.) folgt daher durch Anwendung des Satzes (7.) sofort: 

A ■ A'-A A'-Ä + l'k' 
B B — B B' — P-fTB' —pos. 

r r - c c -0 + IT 

oder was dasselbe ist: 

A A' — A A' 
B B^B B' ->pos. 

r C' — C r 
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Hieftir endlich kaiui geBchrieben werden: 

Ä — Ä' A A' 



pos. 



B — B^ B B' 

c — c r r' 

Somit gelangen wir zu folgendem Besultat: 

Satz. Sind im Banme irgend vier Puncte P, Q, F', Q' ge- 
geben, sind ferner A, C und A% B>f C* die Coordinaten 
von P und P", und sind. endlich f und A', B', T die 

Bichtungscosinufl yon PQ und P'^, so werden die beiden 
Linien PQ und F'Qf positiv oder negativ zu einander lie- 
gen, jenachdem die l)eterminante 

A — Ä A A' 
B-B B B' 

C — c r r 

einen positiven oder negativen Werth besitzt. 

Es sei gegeben ein ebenes Flächenstück, begrenzt von einer 
convexen Randciirve *) ; und es seien ^ und | -j- D|, iy + Di?, ^ +D{ 
die Coordinaten für irgend zwei aufeinanderfolgende Puncte dieser 
Kandeurve; ferner seien |m, 17»«, die Coordinaten eines beliebigen 
Punktes m im Innern des Flächenstückes. Endlich seien «, ß, y die 
Richtungscosinus derjenigen in m errichteten Normale, welche positiv 
liegt zu der durch die Reihenfolge d, 1^,^)9 (S+D^; ^-\-^^ft'{-^t) 
incUcirten Umlaufsrichtung. Alsdann wird, weil die Curve überall 
convex ist, die Linie D|, D17, positiv liegen zur Normale tc, ß, f. 
Folglich wird, nach (9.)» die Rehden stattfinden: 

I — 1„ DI « 

rj—flm D »? ß 

d. i. die Kelation 

(10.b) «l(i?-i?«)DS^«-U)I>i|]-f c«po8. 

Andererseits ergeben sich, weil €c,ßyy gegen l — £m, ^m» t—tm 
und gegen Di, Dil, Dt senkrecht steht, sofort die Relationen: 

« — jc [(1? - lyj - « - W Dl?], 
(11.) ^ — " 

wo X einen noch unbekannten Factor vorstellt. Dieser Factor be- 
stimmt äick durch die bekannte Relation : 



(lU.a) 



pos 



•; 



l-«» + j8» + y 



i. 



•) Dieeeiä FlikheriBtück kann aleo z. B. auch dargestellt ssin durch eine Drei- 
ccksfläühe oder überhaupt durch ein cbcnca couvexcs Polygon, 
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man erhalt lüso : 

, ([(S-8-)' + (')-'?..)' + (S- W'l + (09)'+ (Dt)«]) 
t - [(^- W D{ + (1-1?,«) Dl, + ({- W DJ]'/ ' 

oder einfacher geschrieben: 

1 « (Dcy — (qDo coso)'}, 

wo p und Dtf die Längen der beiden Linien l — lm,^ — ^mft — 
und D{, Dl}, D£ ▼erstellen , wahrend o den Winkel beBeichnety unter 
welchem diese beiden Linien gegen einander geneigt sind. Somit folgt: 

oder was dasselbe ist : 

1 — Ji» p*)«, 

wo d den Flächeninhalt des durch den Pnnet m und das Linienelement 
Dtf bes^mmten Dreiecks Yorstellt Somit ergiebt sich : 

(12.) *"*2l' wo« — ±1 ist 

Demgemäss ueiimeu die Werthe von cc, ß, y (U.) folgende Gestalt an: 

. , fa-i?m)DS-tt-U) Diy 



(13.) /3 » € 





2d 




(t- 










f 


(1- 







2d 



8ul)sitituirt man aber diese Werthe in die Gleichung (lO.a, J)), so vr- 
giebt sich sofort, da«s die bisjetzt noch zweitelhufte Grösse e den 
Wertli 4" 1 besitzen muss *). Man erhält also schliesslich : 

(14.) 2/3d = (g -U DS-(|- WD^ . 

2yd«(i-u D1^-(,^-l^«)D^ 

Summirt man die erste dieser Gleichungen fiber aämmÜiche Ele- 
mente Dtf der gegebenen Bandcurre, so erbalt man: 

2a £9^ 2 (ijDt - {D^) — ij« Z Dg + fc„ Z Di?. 

Nun ist offenbar 2; D{ = 0, ebenso £Drj==^0, und 27 Dg = 0; 
ferner Z S^X, falls man nämlich unter A den Flächeninhalt des ge- 
gebenen Flächenstückes versteht. Somit ergiebt sich : 

2«A = H (i?D^ — ^Dr])) und ebenso: 
(15.) 2ßl==Z itD^-^D^), 



*j £b ist nämlich zu beuchten, ilues die Grosse Ö den Flächeninhalt eines 
Dreiecks Torttellt, und folglich von positivem Werthe ist. 
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Diese Gleichungen (15.) sind vorläufig nur bewiesen für ein ebenes 
Fliii liensttick von convexer Randcurve. Doch lässt sich nachträg- 
lich leicht zeigen , dass sie allgemeinere Geltung besitzen. Ist nämlich 
ein ebenes FlächenstQck gegeben von beliebig geformter Rand- 
eorre; so wird man dasselbe offenbar zerlegen können m kleinere 
Flichenstflcke, Jedes Ton convexer Bandcurre, z. B. zerlegen können 
in lauter nnendlich kleine Dreiedce. Die Gleiehnngen (15.) gelten 
alsdann-fBr jedes dieser kleineren FlSchenstficke. Hieraus aber folgt 
sodann durdi Summaftion sofort , dass sie auch gflltig 8in4 für das ge- 
gebene Flachenstfick. Somit gelangen wir zn folgendem Besultat: 

Sats. Sind [mit Bezug auf irgend ein rechtwinkliges 
Axensystem*)], |, jj, § und | -f D|, -f Drj, $ + Dg zwei auf- 
einanderfolgende Puncte am Rande eines beliebig ge- 
gebenen ebenen PlSchenstöckes, sind ferner a, ß, y die 

Kichtungscosinus derjenigen auf dem Flächenstück er- 
richteten Normale, welche positiv liegt zu der durch 
D§,Di7,D^ indicirten Umlaufrichtung und bezeichnet 
endlich X den Quadratinhalt des Flächenstücks, so wurden 
jederzeit die Kelationen stattfinden: 

(16.) 2/3A = 2; (gDI — ID^;), 

2yA-2?(|Di/-i?D6), 

die Summation (oder Integration) 27 ausgedehnt gedacht 
fiber den ganzen Band des Flächenstfickes. 

§• 15. FSnf allgemeiae Sttte Uber Ourren- Integrale: 

Erster Satz Sind x,y,2 und x + Dx,y -^-Uff, g-i- De zwei 
aufeinanderfolgende Puncte einer geschlossenen, nnend- 
lich kleinen, ebenen GurTOi und sind ferner 

Ü^U{x,y,z), V^V{x,y,z), W^W{x,y,z) 

beliebig gegebene Functionen, so wird das über jene Curve 
hinerstreckte Integral 

(17.a) 27 (UDx + VDy + WDß) 



■ 

*) 8elb«t?entfttidlidi soll das Axenfljstem in Einklaog gedacht werden mit 
der ein fBr alle Mal getroffenen Detennination (6.). 

**) Unter der Uralaufrichtung D^, Di^.Dl; ist diejenige sn ▼eretehen, welche 
angedeutet wird durch die Anfeinand erfolge der beiden Puncte ; 

1,11. t und 4 + ij + Di,, ^ + D£. 
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einen Werth besitzen ^ der sieh aasdrüeken lässt 'durch: 

oder aueh dareh: 

(17.0) ^ p (y - /? . 8 (« VK - y {/) gjgt^-g Ql . 
^ ' l dx ^ dy dB J 

In diesem Ausdracke bezeich'net X den Quadratinhalt der 
fon der Gurye umgrenzten ebenen Flftche; ferner bezeich- 
nen daselbst a, ß, y die Bichtungscosinus derjenigen auf X 
errichteten Normale, welche positiv liegt zu der durch 
'DXy'DffDe indicirten Umlaufrichtung; endlich bezeichnen 
daselbst [nämlich in (17. b, c)] x, y, e die Coordinaten einett 
Pnnctesy welcher auf X selber oder unendlich nahe an X 
beliebig gewählt werden darf. 

Beweis. — Um den Satz zu beweiaeu, aetzeu wir 

(18.) a;=5aj« + |, y^yn^-^rni Jf^^^m + S* 
und folglich : . 

(19.) Da; = D|, Dy = D»?, = 

wo m irgend ein fester Punct sein soll, der entweder auf X selber 
oder unendlich nahe an A liegt, und x^, ymtf^m die Coordinaten dieses 
Pnnctes Torstellen sollen. Alsdann wird: 

IT. Da?« UiXyijyZ) .T)x= TT {x,,, l,y,n rit + 1) -^iy 
und folglich durch £ntwickelimg nach ^f'q^^i 

Hieraus folgt, wenn man über die liandcurve von X integrirt, sofort; 
(20.) S UDx = £ DJ + {Dt + ß^) -E ijD6 

Nun ist j:Dg=:=:0; ebenso £ D — 0, d. i. 2; gD$-»0. So- 
mit ergeben sich die Formeln : 

(21. a) SDn^O, Eril>ri = 0, 

Ferner erhalt man E D (^^ » 0, d. i. 

2: (»2DS + gDr^) = 0, 
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und aatwerdein durdi Benützung des Satam (16.): 

£ (i?Dt-U)»;)==2«a. 

Aus diesen beiden letzten Relationen folgt sofort £ rjDi^ aX, nnd 
Z {Dl} mm ^ aX, Somit ergeben sich die Formeln: 

(21.b) £tm=ß^, 2:iDt=-ß^, 

Mit Hülfe der Formeln (21. a, b) erhält man nun aus (20.) sofort: 

Uieraus aber folgt durch Addition: 

(23.) £(UDx + TDy + WDe) 

A (dW dV\,^Jdü dW\, (dV dü\] . 

wo der angeliängte Index ni aiiiluuten soll, <Iiis.s der ganze Ausdruck 
zu beziehen ist aut" den vorhin l'est<i;e.setzteu IHuict in. Dieser Punct . 
m aber konnte aut X oder in unendlicher Nähe von l beliebig ge- 
wählt werden. Der aulgestellte Satz ist daher durch die Formel (23.) 
vollständig bewiesen. 

Zweiter Satz. Es seien x, y, z und x + \>Xy y + Dy> £ + Dfs 
(ebenso wie im vorhergehenden^ Satz) zwei aufeinander 
folgende Puncte einer unendlich kleinen ebenen geschlos- 
senen Curye; von analoger Bedeutung seien Xi, y,, und 
a?| + DjCp ^1 4- ^tftt J^i + Di^i für irgend eine andere solche 
Gurre; mit Bezug auf diese Puncte seien die Bezeichnungen 
eingeführt: 

(24.a) ~ + "~ + = = ^' 

endlich sei f^f(r) eine beliebig gegebene Function von r, 
und zur Abkürzung gesetzt: 

alsdann wird das über beide Curven ausgedehnte Integral: 
(24.C) ir— 2:2: \j\Dx Hx, + Dy Dy^ + D. JJ 
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dargestellt sein durch den Ausdruck: 

(Z4.<i) I -(p^r' + n (««, + ßß, + rr,)f ■ 

Dieser Ausdruck ist bezogen zu denken auf irgend zwei 
Puncte ni und vi^, welche auf l und A, beliebig gewühlt sein 
können; dabei haben A, «, ß, y in Bezug auf die eine 
Curve die bekannte (im vorhergehenden Satz explicirte) 
Bedeutung; und A, , a^, ßi^Vt die analoge Bedeutang in Be^ 
zag auf die andere Carve. 

Beweis. — Das TOfgel^^ Integral 

(25.) K ££ .Dx + fDyi . Dy -i- fDz^ . D«] ^ 

ninunt« falls man mitHfilfe des Torliergehenden Saiases (17. b, c) za- 
nächst die Integration nach Dx, Dy, Dj» ausfahrt, folgende Gesfaüt an: 

(26.) K^k.E pt/^Cy^y^-^P^i)3 + gl/'(«i>^^-yD^.)] 

d0 J 

hiefiir kann geschrieben weiden: 

(27.) JT« A . 2: [U^Dx^ + Vfiy^^ + ^^i^^i], 

wo alsdann 27*, , Fi, TTi die Bedeutungen haben: 



' dy dx 

Bringt man nun die in (27.) noch vorhandene Integration e))en- 

liiils zur Ausführung, wiederum mit Hülfe des Satzes (IT.a, b, c)j so 
erhält mau; 

^ H ai, dyt J 

Aus (28.) ergiebt sich ; 

tbo mit Baeksicht aul' (24. a, b): 

ri V, -ßiW, = [(««, + ßß, + yy,) I - « (?, S + ^. •» + y, £)J 2/'. 
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Hierauii folgt dmth Uiilereutiation nach x, : 

+ [(««.+Wt+yyi)-««il 

es ist nämlich za beachten, dass z. B. i^x — x», mithin P » — 1 

ist. Bildet man die mit (-K).) analogen AusilrückL', und substituirt 
mau alle diese Ausdrücke in (20.) so ergiebt sich sofort: 



(31.) K^U^ 



(- 4r (««, + ßß^ 4- ,) + + • • •) («.S + • • 0 1 



Dies aber ist der behauptete Ausdruck (24. d). 
Beispiel. — Für den Speoial&ll 

(32.) 4= — — 

nehmen die DiUereuüalquotienten (24. b) folgende Werthe an: 

fi L-^ ± 

/II « j ? _ ^ _L . 



worautt folgt : 



In diesem bpecialtalle gewinnt also unser Satz (24. c, d) folgende 
Gestalt : 

( ;i3 ) 2:2; D-^ I^^. + ^yT>9i + D-^D^i 

oder, was dasselbe ist, folgende: 

^ /3 [a {x—x^) [g| (a;— gl) +•••] _ [gg, H- - ]\ . 

Die rechte Seite dieser Formel, in welcher unter x, y, z und 
Vif ^1 Ooordinaten der Puncte m und m,, unter / die gegen- 
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seitigp Eutfemung dieser Puncto, endlich unter Oißt? und ci\,ß\fyi 
die BiciiiaiigscoBiiiiis der in diesen Puncten auf A und errichteten 
Normalen zu verstehen smd, lasst sich weiter veranfachen. Bezeich- 
net man nämlich die eben genannten Normalen kurzweg mit n und 
n, , so ergiebt sich sofort: 

« - x,f + (2/ - 2^,)'^ + - z,)\ 

»• ^ = - ^i) « + (2/ — i3 + — 3^) y. 
dr 



r 



dndn 

Demgemäss kann die rechte Seite jener Formel auch so geschrieben 
werden : 

^ V r» an a«, ^ r» V dndn^ ^ dn dnj) ' 

oder auch su ; 

oder endlich auch so: 



Jene Formel selber nimmt daher die Gestalt an: 

»»1 

D^Dx, + DyDy.+D*D«, 

„Sind also zwei unendlich kleine ebene geschlossene Curven ge- 
ngeben mit den Elementen Ds und D$,, und bezeichnet r die Eutfer- 
»nung zweier solcher Elemente von einander, so wird das über beide 
»Curren ausgedehnte Integral 

(36. a) HE Ds Us^ cos {Ds, Ds^) 

„einen Werth besitzen; welcher sich ausdrücken lasst durch: 

(36.b) 

i)lii .diesem Ausdruck bezeichnen A, Aj die von den beiden Gurren be- 
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,,grenzten Fliiohon; ferner ist daselbst unter r die gegenseitige Entfer- 
y^nung zweier Puucte m, nt^ zu verstehen, welche auf jl, beliebig ge- 
,,wählt werden dürfen; endlich sind unter n, », diejenigen auf Jl, in 
„den Poncten m, m| errichteten Normalen zu verstehen , welche positi? 
„li^^ zu den durch Ds, D«, indicirten ümlaufnchtangen 

Dritter Satss. Ist eine lediglich von r abhängende Func- 
tion f von solcher Beschaffenheit gegeben, dassfilr sie das 
(im vorgehenden Satz genannte) Integral 

. (37.) K:^££\f(Dx D«, -H Dy Dy, + Dg Djf,)] 

jederzeit yerschwindet , wie beschaffen die beiden geschlos- 
senen Curven, über welche das Integral sich ausdehnt, 
ihrer Lage, (Irösse und Gestalt nach auch sein mögen; — 
so folgt daraus, dass jene Function /"eine Coustante ist. 

Beweis. — Es ist vorausgesetzt, f wäre von solcher Be- 
schaffenheit, dass K verschwindet für zwei ganz beliebige gesrlilos- 
sene (.urven. Aus dieser Voraussetzung folgt, dass iL z. B. aucli dann 
veiscliwiiulet, wenn die Curven unendlich klein und eben sindj in 
diesem Falle aber hat K, nach (24.c,d), den Werth 

Aus der gemachten Voraussetzung folgt mithin, dass dieser Ausdruck 
(38.) verschwindet, und zwar immer verschwindet, wie beschaifen 
die relative Lage der unendlich kleinen Curven auch sein mag. Oder 
mit andern Worten : aus der gemachten Voraussetzung folgt, dass dieser 
Ausdruck (38.) verschwindet f ür b e 1 i e b i g e Werthe der Ricbtungscosinos : 

y, ■ 

«i; ßu Vif 

1 J. 1. 

r ' r * r 

Solches constatirt, ergiebt sich sofort, dass /' imd / " identisch mit 
Null sein müssen, dass also / selber unabhängig von M, oder (was 
dasselbe) unabhängig von r sein muss. W^ z. b. w. 

Vierter Sata. Es seien Ds und Ds^ die Elemente zweier 
geschlossener Curven, und r ihre gegenseitige Entfernung; 
ausserdem sei gesetzt: 



*) Jedem der Elemente Ds, D.^| ist näuiüch eine bestimmte Richtung zuer- 
thdlt KU denken. Denn sonst wfiide oos(Dx, ^Si)^ und ebenso also aueh das 
Integral (36. a), lim dessen Werthermitteinng es sich handelt, keine besttnimte 
Bedeutung haben. 
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coB (Ds, Dsj) == E, co8(Ds,7) = 8, cos (Dsj , r) = 0, , 

wo r gerechnet sein soll von T).9, nach D«. 

Alsdann wird für eine beliebige nur Von r abhängende 
Function F—F(r) jederzeit die Gleichung stattfinden: 

(39.) Ds Dsj [( J ^) E + i-'Oe,] « ü, 

die Integration ausgedehnt gedacht Aber jene beiden ge- 
schlossenen Gurven. 

Beweis. — Der 8atz ist, abgesehen von der etwas abweichenden 
Form, identisch mit einem schon frUher (pag. 69) gefundenem Satze. 

Fünfter Satl. Hält man fest an den Bezeichnungen des 
Torhexgehenden Satzes, versteht man ferner unter E—E(r) 
wüd F^F(r) irgend zwei nur von r abhängende Functionen, 
und ist bekannt, dass das über zwei geschlossene Ourven 
ausgedehnte Integral 

(40.a) L « ££ Us D«, (£E - l'0e,) 

jederzeit verscliwindet, wiebeschaffeu jene beiden geschlos- 
senen Ourven auch sein mögen; — so folgt daraus, dass die 
beiden Functionen E und F miteinander verknüpft sind 
durch die Relation: 

(40.b) r^ + F^o. 

Beweis. — Addirt man zu dem Integrale 

L « 2:2: Ds Ds, (ii'E — i-'ee,) 

das zntoige des vorhergehenden Satzes jederzeit verschwindende 
Integral (39.): 

2:2; i)s Ds, [(/^) E + i'^eej •, 

ao erhält man ; 

■ i - £2? D» Ds, (ii' + J '^■) E , 

L - [{^E + f^) (D* D«, + Dy Dy, + D» D*,)] , 

WO Dp, De und Dx^, D?/,, Dar, die rechtwinkligen Projectionen 
von Ds und Ds^ vorstellen. 

In Betreff der Functionen F ist nun in nnseriii Siii/e als be- 
kannt vorausgesetzt, dass dieses Integral L verse.lvwiiulet für zwei 
geschlossene Curveii, wie beschatten dieselben auch sein uu»geu. Aus 
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dieser Vorauflsetzong aber folgt mit Rückblick auf (37.) sofort, dass 
die Function 

eine Con staute ist. Es ergiebt sich also : 



E 



E 



-H j -^«Consi, 



und hieraus durch Diüereutiution nach r: 

(IE ^Jb' ^ . ' 

— r A «« 0; w. z. b. w. 

Gorollar. Sind die Functionen 

U^U{x,y,s), V^V{x,y,z), W^W{x,y,z) 

\()\\ solcher Hoschaffenheit, dass das über eine iii sich 
zurücklaufende Curve liinorstreckte Integral 

Z {UDx+ VDy-\- WT}z), * 

wie jene Curve im Uebrigen auch beschaffen sein mag; 
jederzeit verschwindet, so wird der Ausdruck 

?7Da:+ FDy + l^rDir 

ein TolUtandiges Differential sein. 

Der Beweis dieser Behauptung ergiebt sich unmittelbar durch An- 
wendung des ersten Satzes*). Auch erkennt man leicht, dass, mit 
Bezug auf ein Gebiet von n Dimensionen, Analoges gelten wird von 
einem Ausdruck von der Form : 

wo jedes U eine Function von' , jE^, d?3, . . . o?« vorstellen soll. 



*)• SelbetventSadlieh nnd, wenn jener erste Sats (pBg.88), imd ebenso das 
hier angegebene Corollar, wirklich strenge sein sollen, noch gowisse Bedin- 
gnngen der Stetigkeit nnd Kindoutigkeit hinziiznfügen. Derartige F.eding'ungen 
sind hier (und anch an andern Stellen dieses Werkes) absichtlich unterdrückt 
worden, um nicht, durch allerhand leicht zu suppeditirendes Beiwerk, den Bück 
TOD der Hauptsache abzulenken. 



I 

« 
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Ueber die gegenseitige elektromotorische Einwirkung zwi- 
schen zwei linearen Leitern, welche dnrchflossen sind von 

elektrischen Strömen. 

Das für diese Einwirknng anzuDehuendeE lernen targesetz wird eroirtt jedoch 
in einer Form, die vwlftofig noch behaitot ist mit einer nicht imbetritehtlichen 
Ansahl von unbekannten Functionen der Entfemnnff. 



§• 16. Einleitende Betraelitmiyeii« 

Es sei ^ ein homogener*), cinihtf5niuger Metallring von fiber- 
all gleichem QaerBcbnitt. Dieser Bing befinde sieh imter dem Einfluss 
beliebig gegebener elektromotorischer Kräfte. Es soll der in dem Ringe 
entstehende elektrische Strom berechnet werden ^ — unter der Voraus- 
Mteung, jene Kräfte seien von solcher Beschaffenheit, dass dieser 
Strom fortwährend als gleichförmig**) angesehen werden kann. 

Es sei ni(^ irgend ein Punct des Ringes, mit der Bogenlänge s„: 
ferner die in diesem I'uncte vorhandene elektromotorische Kraft, 
l^ereehnet in der Richtung von s„ (d. i. in der Richtung einer in 
iin den Ring gelegten Tangente) ; endlich sei /.„ die Leituugsfahigkeit 
des Ringes. Alsdann wird im Puncte m^^ eine elektiische Strömung 
<rt vorhanden sein, welche den Werth***) besitzt: 



*) VeigL die fiemerkang anf pag. 84. 

**) Ein elektrischer Strom soll anf(leichfOrmig lieiMen, wenn seine Stftrke 
eiue Function von Zeit und Bc^nlänge ist; er soll gleichförmig genannt 
werden^ wenn seine Stilrko nur eine Function der Zeit ist; und er soll endlich 
Consta nt genannt werden, wenn seine Stärke weder von der Zeit, noch auch 
vou der Bogenlänge abhäugt. 

•♦•) Es ergiebt sich dieser Werth augenblicküch aus der liir lineare Leiter 
geltenden Fundamentalgleichnng, Formel (9.J, pag. 15. 

N««m«nB, die eUkttisoHnKrlfl«. 7 
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Multiplidri man diese Gleichung mit dem Querschidtt des Ringes, 
und beachtet man, dass 9,, ^ identisch ist mit der sogenannten Strom- 
sförke «/(i (vergl. pag. 2), so erhalt man: 

oder was dasselbe ist: 
(3.) • - *, D«„ 

WO (I' r liiir/u getretene Factor D5„ einen unendlich kleinen Zuwachs 
der dem Punkte entspreche! ule 11 Bogenlänge Sq vorstellen soll. 

Integriren wir nun die Gleichung (3.) über alle Bogenelemente 
Dsq des ganzen Ringes, und beachten wir, dass zufolge der gemach- 
ten Voraussetzungen nicht nur und q^^, sondern auch Jq unab- 
hängig sind von der Bogenlänge, so ergiebt sich: 

(4.) •^""^„"''' -= £ -^D^, 

oder einl'aclier : 

(5.) Jo A - i.' *.D«., 

wo die Länge (d. i. den Umfang) des Ringes bezeichnet. Der 

ßruch . repriisentirt eine dem Iiinge eigcnthiinilich zugehörige 

Oonstante, den sogenannten elektrischen Widerstand de^ Ringes. 
Bezeichnet man diesen Widerstand mit kurzw^ w^, so lautet die er- 
haltene Formel: 

(0.) J.y^.-^ ^VoDs,,. 

Soll also die in d(;ni Ringe A entstehende {Stromstärke J^^ ermitU'lt 
werden, so handelt es sich um die Herechnung der hier aui' der rech- 
ten Seite hefiudlichen Summe 2? Ds^. 

Um die Vorstellungen zu fixiren, mag angraommen werden, ausser 
dem betrachteten Ringe A seien noch beliebig viele andere Korper 
Bf C, 2>, . . . vorhanden, jeder von beliebiger (Gestalt and Grösse, 
und im Innern eines jeden dieser Korper B, C, D, . » * fanden irgend 
welche elektrischen Vorgänge statt; auch seien der Ring A und die 
Körper B, V, 2), . . . nidit etwa fest aufgestellt, sondern begriffen in 
irgend welchen Bewegungen. Jene im Ringe A, im Pnncte (d.i. 
in einem Pnncte des Elementes Ds«) vorhandene elektromotorische 
Kraft %t wirtl alsdann herstammen tiieils von den in A, IS, C, D, . » * 
augenblicklich vorhandenen elektrischen Ladungen, theils auch von 
den augenblicklich in A, Ii, C, ]),,,,, vorhandenen elektrischen Stro- 
mungen; sie wird also eine Summe zweier Kräfte sein, von denen 
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die eine elektrostatischen, die andere elektrodyiiamischeji *) Ur- 
s])rungs ist. Die erstere, die Kraft elektro statischen Ursprungs 
iässt sich sofort angeben j sie besitzt den Werth: 

wo 0 das elektrostatische Potentiid des Oomplezes A,B,CfD,.,., 
in Besag auf den Panet bezeichnet, d. i. in Bezug auf eine in 
diesem Pnnet zu denkende elektrisdie Bfasseneinheit **). Die letztere 
hingegen, die Kraft elektrodynamischen Ursprunges ist uns yor- 
läufig noch ToUig unbekannt; sie sei bezeichnet mit 

(7.b) 
Alsdann wird : 

so dass also die Formel (U.) sich so dai'stelleu lüsst: 
(8.) J.w„ = - 2; II Ds„ + 2; (ä„ üs„ 

oder, weil das erste Glied rechter Hand yerschwindet***), auch so : 

(9.) «/(,w„«2; (So Ds,. 

Durch Zusammenstellung von (G.) und (D.) folgt: 

(lU.^) JoWo ^i» Ds^ = 2; D^, 

oder was dasselbe ist: 

(10.IJ) Je Wo dt — (Z % D«o) ät = (27 I>«b) dt, 
wo der hinzugefügte Factor dt daqenige Zeitelement vorstellen soll, 
auf welches die Formeln sich beziehen. 



*) Man Tergl. die früher (pag. 10; 11) fesligesteUte Nomenelatnr. 

**) Beseiohnet nämlich 0 das eben genannte Potential, und sind vo* ^)ot h die 
Coordinaten das Pimetes m,» so werden (vcrgl. pag. 26) die rechtwinkligon Com- 
poncntcn der in mo vorhandenen eloktromotorigchen Kraft elektrostatischen 
Ursprungs die Wertlio besitzen : 

__d^ ■ _ . 

Polglich wird die bei der Berechnung von in Betracht komnionde, nämlich cU'r 
Richtung Dsu entsprechende Coinponcntc jener Kraft den Werth hesiftBCn ; 

— w. a. ».w. 

VorauBgesetKt war nämlieh, daas der betrachtete Bing aus hom ogen em 
Metalle besteht DemgemiksB wird das Potential 0 längs des gansen lUnges 
»tetig sein; and folglich das fiber den fimg hinerstreckte Integral 

in der Tbat gleicii Null sein. 
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Durch diese Formelu {I0.^,i}) ist die firmittelang der im 
Ringe Ä entstehenden Stromstärke zurückgeführt auf 

die Berechnuntf der rechts befindlichen Summen. 

"Hovor wir auf die Bestimmung dieser Summen uns einiiissen 
können, bedarf es zuvor einiger Bemerkungen ülier rein iiusserliche 
Dinge, nämlich über die üblich gewordene Bezeichnungsweise. 

Die Yon uns eingeführten Grössen 

(U.S) und (5-, 

reprSsentiren diejenige elektromotorische Kraft, welche in irgend einem 
Puncte fiio des Ringes Ä, und zwar in der Richtung des Ringes, her- 
vorgebracht wird Ton allen vorhandenen Körpern A, B, C, D , . . . . 
zusammengenommen; wobei hinzuzufügen, dass ^^'q den ganzen Werth 
der genannten Kraft, hingegen (^o nur denjenigen Theil der Kraft 
reprasentirt, welcher elektrp dynamischen Ursprunges ist. — Da- 
neben pflegt man nun die Producte 

Ul.»?) und {^:adt 

zu bezeichnen als diejenige elektromotorische Kraft, welche in dem 
genannten Punct und in der genannten Richtung von den Körpern 

A, JB, C\ D, hervorgebracht wird wUirend des Zeitelementes 

di'j wiederum mit dem Unterschiede, dass $o dt den ganzen Werth 
dieser Kraft; df hingegen nur den elektrodynamischen Bestaad- 
theü derselben angiebt*). 



*) Bewegt sich ein ponderabler llasseupncct M in der Bichtimg der a^Axo 
unter der Einwirknog einer gegebenen Kraft X» so gUt bekanntlich die Differen- 
tialgleichung 

wofCir anch geschrieben werden kann: 

d(jfjD=xd*. 

Das Prodnct JiC(2^ drückt also, wie diese Gleichung zeigt, denjenigen Zuwachs aus, 
welchen die mit M multiplicirte Ge»ch\vindigkeit des Punctes Hi'tahrt wiihrcml 
der Zeit dt. DenigeiuüBs wvinle mau liort-chti^ft sein, dieses Product Xtit zu l>e- 
zeichnen als diu auf den Funct M während der Zeit dt aiiageübto Krall; 
gleichzeitig würde alsdann X selber etwa 2U interpretiren sein als die während 
der Zeiteinheit ausgefibte Kraft. 

Eine derartige Beseichnungsweise, nicht gerade fiblich im Bernch der pon- 
deromotorischen £räfte, empfiehlt sich als besonders zwecknills-ig bei Betrach- 
tiing elektromotorischer Kräfte, luid stimmt z. Ii. aucii vollbtändig überein mit 
der von meinem Vater angewandten Ausdrucksweise. Diese Hezeichnungaweise 
aber ist es, welche oben, mit Bezug auf die Producte (ll.i]), eingeführt wurde. 
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Was ferner die in (IO.^^t;) enthaltene Summe 
(12.|) £ D«o oder 2; (^o 

betrifll, so pÜegt man dieselbe zu bezeichnen als die Summe der- 
jenigen elektromotorischen Kräfte, welche im gaii/en 
liiuge ^1 hervorgebracht werden durch die Ei ii wi rk u n juf des 

Coniplexes A,B,(',1) Diese Ausdrucksweise empfiehlt sich 

durch ihre Kürze, leidet aber an einer gewissen Ungenauigkeit. Denn 
strenge genommen würde man zu sagen haben : die Summe sämmt- 
licher Bogenelemente des Ilinges A, jedes multi])]iLiri mit der in 
ihm vorhandenen und in seiner Richtung gerechneten elektromotori- 
schen Kraft. — Ausserdem endlich pßegt man das Product 

(2: % Ds^) dt oder {£ (S„ D««) dt 

zu bezeichnen als die S um nie derjenigen elektromotorischen 
Kräfte, welche im ganzen Ringe .1 durch Einwirkung des 
Coniplexes A, B, (', 2), . , . hervorgebracht werden während 
des Zeitelemeutes dt. SelbstverständHch findet zwischen den mit 
'4?o und zwischen den mit (i„ behafteten Ausdrücken (12.^,1/) wiederum 
der schon erwähnte Unterschied statt; die erstem reprasentiren die 
ganzen Werthe der in Bede stehenden Summen, die letztem hin- 
gegen nur die elektrodynamischen Bestandtheile derselben. 

Die vom Complexe A, B. C, D, . . . . in einem Puncte des Ele- 
mentes Di»„ in der Richtung dieses Elementes hervorgebrachte elektro- 
motorische Kraft eldy. üs (^^ kann offenbar, entsprechend den einzel- 
nen Körpern A,B,C,D,.,. in ebenso viele einzelne Theile zerlegt 
werden: 

[16.) = ^o' + + + V + • • • 

und hiedurch ergeben sich analoge Zerlegungen für die in (I2.i,if) 
angegebenen Sammen. So wird z. B. 

(14.) {£ i^^Ds^)dt==i2: ^^''i)s„)ät + i5]/^Ds,)d( + (2.' ^,' Dsjdl 

-f (2; VDäJ dt-{- 

In dieser Formel (14.) werden alsdann die Glieder der rechten Seite 
ZQ bezeichnen sein als die Summen deijenigen elektromotorischen 
Kräfte eldy. Us, welche im Ringe Ä wahrend der Zeit dt hervorge- 
rufen werden respective von A selber, von B, von C, von D, n. 8. w. 

Von der Berechnung dieser auf der rechten Seite von (14.) be- 
fmdlichen Summen soll der folgende § handeln, allerdings nur unter 
der Voraussetzung, dass, ebenso wie Ä, ebenso auch B, C, Dj . . , 
lauter Drahtringe sind. 
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f. 17« Das Ton F. Keimann für die elektroinotortgelieii Xrifte eliy* Us 

aufgestellte Integralgesets. 

Um für die elekfaromotonschen Kräfte eldy. Us eine mdglichst 
sichere Grundlage zu gewinnen, bedienen wir uns eines bestimmten all- 
gemeinen Princips, welches ausgezeichnet sein dürfte durch seine 
Einfachheit, sowie auch durch den, in Folge experimenteller Prüfung, 
ihm zu Theil gewordenen hohen Grad von Zuverlässigkeit. Dieses 
von meinem Vater aurge.stellte allgemeine Princip bezieht sich 
(vergl. den Schluss des vorhergehenden §) auf die Summe derjenigen 
elektromotorisclivu Krälte, welche zwei elektrische Stromringe in einan- 
der liervorrufen, und kann in folgender Weise *) ausgesprochen 
werden : 

(15.).... Sind zwei von elektrischen Strömen «Tj, und 
durchflössen e Drahtringe A und B in irgend welchen 
Bewegungen begriffen, kann ferner angenommen werden, 
dass jene Ströme während dieser Bewegungen fortwährend 
gleichförmig bleiben, und bezeichnet man endlich das 
elektrodynamische Potential der beiden Ringe aufeinan- 
der mit JüJiQ, so wird diebumme derjenigen elektromoto- 



*) F. Neumann: Ucbcr ein allgctneines Princii) der mathematischen Theorie 
indiicirtcr elektrischer Ströme (vorgelesen in der Berliner Ak. d. Wies, am 9. An- 
glist 1847). 

Bei dieser (icle;4euhüit mag bemerkt wonlen, dasB die (irössc € [von welcher 
»ogleicb, nämlich in (15.), die Rede sein wirdj nach der Ansicht meines Vaters 
nicht unbedingt als eine Constante betrachtet werden darf. Dieee Anridit ist 
ausg^^chen in folgenden Worten: 

„Was die Cronstante s betriift, ao haben Faraday und Lenz gezeigt, dass 
„sie unabhängig von der Beschaffenheit des Leiters ist; ihr numerischer Werth 
„hängt also nur von den Einlieiten der Liincrc, der Zeit und der Stromstärke tih. 
„Indessen giebt es Inductioneerscheiiiuugen , welche nur durch die Annahme er- 
„klärt werden zu können scheinen, dass eine momentan wirkende Ursache die 
„elektromotorisdie Kralt nicht bloss momentan indncirt, uomdtöm wlihxead einer 
„gewissen wenn auch, äusserst kurzen Zeit; wonach also t nicht constant, son- 
„dern eine Function der Zeit ist, die aber verschwindet, wenn ihr Argument 
„nicht sehr klein ist. Ich werde diesen Umstund sputer weiter auseinandersetzen, 
„wenn ich «lie hier für lineare Induction zu cntwickohiden Principien auf die 
„in l)ewogten Flächen und Körpern inducirten ströme ausdehnen werde, wo 
,,äcin EiufluBö vorzugsweise benierklich wird, wie dies die Theorie der Arago- 
„scben Scheibe zeigen wird. Hier will ich nur bemerken, dass diese nicht mo- 
„mentane Indnction bei Dr&hten ohne erheblichen Einfluss auf die Summe der 
„eloktromotorisciien Kräfte) ist, die während einer gewissen Zeit erregt 
„werden, und ohne allen Einfluss, wenn die inducircndc Ursache am Anfange 
„und Ende dieser Zeit deiii^ellicn Werth hat, z. R. wenn sie periodisch wirkt." 

Vergl. F. Neumann: Die uiathematiaclien CJesetze der inducirten elektrisclieii 
Ströme (^vorgelesen in der Burl. Ak. d. Wss. am 27. October 1845), daselbst zu 
Ende des §. 1. 
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rischeil Kräfte eldy.Us, welche ^ in ^ während eines ge- 
gebenen Zeitelementes dt hervorbriugt, gleich sein dem der 
Zeit di entsprechenden Zuwachs des Productes eJiQ, wo $ 
eine gewisse Constaute, die sogenannte luductionscon- 

staiite vors tollt. 

Dieses 1 ntef^r algesetz [so können wir das Princip seinem In- 
lialte *) nach nennen] bietet oH'enliar nocli keine ISlittel dar zur Aut- 
tin<lun<x des jenen Kr;irt<Mi entspreclieuden Eleni en targesetzes. Aller- 
dings sind von meinem Vater ül)er das Eleni en ta r^esetz elientalls 
gewisse Angal)en gemacht worden, jedoch nur in selir reservirter 
Weise. So wird z. 13. an einer »Stelle '*'*) ausdrücklich gesagt, die von 
einem Elemente in einem andern inducirte elektromotorische Kraft be- 
sitze einen gewissen daselbst näher angegebenen Werth, insofern 
die Elemente geschlossenen Umgängen angehören; auch werden 
an dortiger Stelle für jene elektromotorische Kraft zwei verschie- 
dene Werthe angegeben, zwischen denen man, weil eben ge- 
schlossene Umgänge vorausgesetzt sind, die Wahl hat. Es handelt 
sich also an der genannten Stelle nicht um die Aufstellung des 
wirklichen Elementargesetzes, sondern nur um' die Eruirung eines 
seiner Anwendbarkeit nach auf mehr oder weniger specielle Fälle 
beschrankten scheinbaren Elementargesetzes. 

Abstrahiren wir also , wie solches Torläufig, und zwar absichtlich, 
fiberall geschehen ist, von der höher stehenden We herrschen Theorie, 
80 wird das wirklich e'Elementargesetz der in fiede stehenden Kräfte 
vorläufig als ein noch TÖllig unbekanntes zu bezeichnen sein. 

In der Eruirung dieses Eleinenlargeselz-es wird unsere Hauptauf- 
gabe bestehen, /unaelist indessen l)e(larf es einer gewissen vorläuligen 
Untersuchung, um jiäiieren Aufschluss zu erhalten über den Wurth 
der luductiouscüustauteu £. 



Das in aiigegobeue i n iegralgesetz lindct seinen Ausdruck 

durch die Formel; 

(16.) (2i i^^^D8^)dt^sd(J^(^), 



*) Jenes Princip ist ein Integralgcsete zu nennen, weil es sich bezieht auf 
gewisse Snmmen von elektromotoriflchen Krilften. Dem gegenüber wird nnter 

einem Elf mcntarf^osetz dasjcnifje zu verstehen sein, welches Auskunft giobt 
über die einzelnen Kräft-e, also •/.. Ii. Auskunft gicbt über diejenige olcktromo- 
toriscbe Kraft, welche in irgend einoiu Puuctc eines i^ogeboncn Conductors her- 
TOrgebracht wird durcii ein einzeln es elektrisches Stromelenient. 

•♦) F. Neu mann: Ueber ein all;^ein. Princip der math. Th. der inducirten 
elektriscbcu Ströme; dubclbät dritte Seite des §.4. 
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wo i^o^, ebenso wie in (13.); (14.)^ diejenige elektromotorische Ktaft 
eldy. Us repiasentirt, welche in irgend einem Punkte des zu A ge- 
hörigen Elementes Ds^, und zwar in der Richtung dieses Elementes^ 
hervorgebracht wird vom Ringe B, 

Die Kraft JB'«' kann, entsprechend den einzelnen Elementen DS| 
des Ringes B, in ebenso viele einzelne Theile zerlegt werden: 

so dass also diejenige eldEtromotorische Kraft eldy. Us vorstellt^ 
welche in einem Puncte von Ds^, und zwar in der Richtung von Ds„, 
hervorgebracht wird .durch das einzelne.Element D5,. Durch Substi- 
tution von (17.) gewinnt das Integralgesetz (16.) folgende Gestalt: 

(18.) (2^2-, ^o'Diio)dt = EäiJ,Q), 

Selbstversföndlich sind hier Überall unter und 2?i zwei 8um- 
mationen zu verstehen, von denen die eine sich hinerstreckt fiber alle 
D^o Ringes A, die andere über alle D^, des Ringes B, 

Um nun Näheres zu ermitteln in Betreff der Induetionsconstan- 
ren wollen wir uns die beiden Ringe A,Bm belieben Bewegungen 
begriffen denken, wahrend gleichzeitig die in ihnen enthaltenen, als 
gleichförmig vorausgesetzten Ströme in irgend welchen uns un- 
bekannten Veränderungen begriffen sind; und unsere Aufmerksamkeit 
richten auf diejenigen Quantitäten lebendiger Kraft und Wärme, welche 
in diesen Ringen entstehen während eines gegebenen Zeitelementes d(. 

Versteht mau unter u, a', . . . und ß , ß . . . . diejenigen Parameter, 
durcli wt'lche die räumlichen Lagen der Ringe A und i> in jedem 
AugenbHck sich bestimmen, forner unter de., da, . . . und dß, dß\ . . . 
die Zuwüchse dieser Parameter während des gegebenen Zeitelementcs 
dt , endlich [wie schon in (15.) festgesetzt wurde] unter J^J^ Q das 
elektrodynamische Potential der beiden Rinj^e aufeinander, so wird 
dasjenige Quantum lebendiger Kraft, welches im Ringe A währejid 
der Zeit dl vom Ringe IJ durch Kräfte elektrodynaipischen Ur- 
sprungs hervorgerufen wird, den Werth haben: 

. W)^... = - (^-^^ + 'SMs^ rf.' + . . .) , 

wie solches aus früheren Betrachtungen [pag. 53, form. (52. a, b, c, djj 
unmittelbar folgt. Hiefür kann einfacher geschrieben werden : 

(19. a) ((/r/%u,.u. - - Jo«^i du + II 4- . . .) ; 

und ebenso ergiebt sich: 

(ly.b) (i^Tii^Wü. = - (^^^ dß + d/J' . 
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Endlich folgt durch Addition von (19.a,b): 

wo dQ den totalen Zuwachs von Q, d. i. denjenigen Zuwachs voratellt, 
welchen Q während der Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. 

Andereraeits sei bemerkt, dass [zufolge früherer Betrachtungen, 
pag. 15] die in irgend einem Element D«, des Ringes A wahrend der 
Zeit dt sich entwickelnde Wärmemenge dQ^ den Werth hat: 

(20.) t/<?„ = Vs, J, . dt, 

wo die in den Puncten des Elementes vorhandene elektromoto- 
rische Kraft vorstellt, dieselbe gerechnet in der Richtung des Ele- 
mentes. 

Diese Kraft kann in mannigfaltiger Weise zerlegt werden; 
wodurch jedesmal die Wärmemenge dQ^ in ebensoviele conespondirende 
Theile zerfallt (vergl. pag. 16). 

Bezeichnet man also mit 

denjenigen Theil des (^uautums (iQ,t> welcher hervorgebrucht wird 
durch die Einwirkung eines speciellen Elementes Di>, des Ringe» i^j 
und bezeichnet man weiter mit 

denjenigen Theil des Quantums dQy,\ welcher seine Entstehung ver- 
dankt den Kräften elektrodynamischen Ursprungs ^ so erhält man: 

(21.) dQ^'^D.%%^J,,(it, 
(22.) (d (^^')^. ü. - Ds^ ^^'J^^dt, 

wo ^fo^ denjenigen Theil Tontp^ Torstellt, welcher speeiell herrOhrt 
vom Elemente Ds,, und ($o* denjenigen Theü von fß«' repritoentirty 
welcher elektrodynamischen Ursprunges isi Aus dieser Definition 
der Kraft folgt übrigens sofort^ dass dieselbe identisch ist mit der 
schon in (17.), (18.) enthaltenen. 

Smnmirt man das Wärmequaatum (22.) Uber alle Da^ des Ringes 
A, und alle D«, des Ringes so erhält man offenbar diejenige 
Wärmemenge, welche im ganzen Ringe A während der Zeit dt vom 
ganzen Ringe B, und zwar durch Kräfte elektrodynamischen 
Ursprungs, hervorgebracht wird. Bezeichnet mau also diese letztere 
Wärmemenge mit (t?^/4^)cid}-. u»> so wird: 

Hieraus aber folgt mit Rflcksicht auf (18.) sofort: 
(24. a) \ id v.^Jod ( J, Q) y 
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und in analoger Weise wird offenbar sich eigeben die parallel stehende 
Formel: 

(24. b) 1 (d Qb^Uj. nn^J^d ( 

Durch Addition vou (24. a, b) folgt : 
(24.C) 1 [dQjf' + dQB^. Tj.^J^d ( J, Q) d (J„ Q), 

Fasät man nun endlich die beiden Formeln (19.c) und (24. c) 
durch Addition zusammen, so erhält man: 

(25.) {d T^^ + d Tb^)^. ü. + 4" («^ + d (^B^)^6j. v. = d Fab, 

• « 

wo Fau den Ausdruck J^JiQf d. i. das elektrodyiiamische Potential 

der beiden Ringe A, B aufeinander vorstellt. Aus dieser Formel (25.) 

ergeben sich, durch Anwendung einer früher (pag. 31, 32) expouirten 

Methode, sofort folgende weiteren Formeln: 

(26.) (cf Tj^ W ü. + Y (dQj^, ü. - y - rfP^ , 
(27.) idTB')m,. ü. + y {dQB^uj. u. = y dPsa « dPa, 

wo Pa = -g- Paa <^litö elektrodyniimisohe Potential des Ringes ^1 auf 

sich selber y ebenso Pb'^ ^ Pbb dasjenige des Ringes B auf sich 
selber vorstellt. 

Schliesslich gehingt man durch Addition von (2ö.)i (26.), i[27.) zu 
einer Formel: 

(28.) T)^^. M.'\-^id v. = d(FAB+PA + Pß), 

in welcher linker Hand diejenigen Quanta von lebendiger Kraft und 
Warme sich vorfinden, die wählend der Zeit dt und in Folge der 
KiUfte eldy. üs sich entwickeln in dem ganzen von uns betrachteten 
System, d. i. in beiden Ringen A und B zusamiiiengenoinnien. Zu- 
gleich sei bemerkt, da^is der auf der recliten Seite dieser Formel vor- 
handene Ausdruck 

(29.) -1- + Fb 

offenbar nichts Anderes ist, als das elektrodynamische Potential 
des Systems Ä, B auf sich selber. 

Denken wir uns nun das System B, etwa abgesehen von irgend 
welchen äusseren (an Fäden wiricenden) Zugkräften, sich selber 
ttberlassen, und seine Temperatur (durch von Augenblick zu Augeu- 
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b]ick stal^dende Warmeableitangeii) constant erhalten, so musB zu- 
folge eines irfUier erhaltenen Satzes (pag. 33) die Quantii&t 

(30.) (dTUä9,VM + (rfe).i4j.u. 

ein Tollstfindiges Differential sein. Wixd diese • Thatsache zu- 
sammengehalten mit der gleichzeitig geltenden Formel (28.), so ergiebt 
sich mit einer au Gewissheit streifenden Wahrscheinlichkeit, dass die 
Constante e gleich Eins ist. Denn wäre s von Eins verschieden, so 

würden zwei vollständige Ditterentiale vorhanden sein, der Ausdruck 
(28.) und der Ausdruck (30.); woraus folgen würde, das.s auch (dT)i.uiy. ur 
ein vollständiges Differential ist, ebenso {d(^)cidy u«- «Solches aber 
wäre im höchsten Grade unwahrscheinlich. 
Wir können also setzen*) 

(31.) 8 » 1. 

Hierdurch aber gewinnt tlie Formel (18.), durch welche das von meinem 
Vater aui'gestellte Integralgesetz sich ausdrückte, die Gestalt: 

(32.) {£,2:, (So»D«„)rf* = «f(J,<;>); 

sodass also jenes Gesetz fortan in folgender Weise ausgesprochen wer- 
den kann: 

(33.) .... Sind zwei von elektrischen Strömen e/o und 
«^1 durchflossene Drahtringe A und B in irgend welcher 
Bewegung begriffen, kann ferner angenommen werden, 
dass jene Strdme während dieser Bewegung fortwährend 
gleichförmig ' bleiben, nnd bezeichnet man endlich das 
elektrodynamische Potential der beiden Ringe aufeinan- 
der mit JqJiQ, 8o wird die Summe derjenigen elektromoto- 
rischen Kräfte eldy. Us, welche B in A während eines ge- 
gebenen Zeitelementes dt hervorbringt, immer gleich sein 
demjenigen Zuwachs, welchen das Product J^Q während 
dieses Zeitelementes dt erfährt 

Mit Rficksicht auf (31.) nimmt femer die Formel (28.) folgende 
Gestalt an: 

(34.) {dT 4- dQUy.u. = d (Fj + 1\ + l\ui) 

und hieraus erkennen wir, dass die früher (pag. 21) von uns mi^ Jic 
bezeichuete Fonctiuu im vorliegenden Falle den Werth hat: 

(3Ö.) (- 1) {Fa + P/r H- Fab^ 



•) Sell'atverständlicli hat dici^cr Ziiblcnwcrth f = 1 uiir diiiiii einen Sinn, wenn 
mau diejenige IJetstinuuung im Augo behillt, welche Irühcr (pug. 6) iu lietreti der 
verschiedenen Maasseinheitcn getroffen worden ist. 
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Mit. andern Worten: Wir erkennen, dass dieser Ansdmck (35.) das 
elektrodynamische Postulat reprasentirt f&r ein System Ton zwei 
gleichförmigen Stromringen. 

§• 18. Fertsetsug. - Anwenduug des F. »umaii umgehen Integrslgreietiet 

anf gewisse einfaclie Fille. 

Zwei Drahtringe Ä vnd B, von denen jeder ho mugen ist, befin- 
den sich in einer beliebig gegebenen Bewegung. Zu Anfang der Be- 
wegung sind in den Ringen irgend welche elektrische Ströme yoihan- 
den. Es soll untersacht werden, in welcher Weise diese Siar5me 
und t/, sich Sndem im weiteren Verlaufe jener Bewegung. Dabei sei 
vorausgesetzt, die Bewegung der Ringe sei eine so langsame, dass die 
in den Ringen vorhandenen Strome fortwährend als gleichförmig 
angesehen werden können; und ferner vorausgesetzt^ dass die in Be- 
tracht kommenden elektrischen Krfifte lediglich von den Ringen selber 
herrühren, da^ä ako keine äusseren elektrischen Kräfte vorhanden 
sind. 

Zur Bestimiuung von «/„ können wir uns sofort einer früher 
[(^lO.I,)}) auf pag. 99J entwickelten Formel bedienen: 

(36.) - -Z; (So Dso, 

wo w„ den Widerstand des Ringes .1, ferner Us^ irgend ein Element 
von A, und (5„ die in D5„ vorhandene elektromotorische Kruft eldy. IJs 
vorstellt, letzt<ire gerechnet in der Richtung Otleubar wird diese 

Kiatt 15,, herrühren theils von den einzelnen Elementen Dsa des Ringes 
A selber ; theils von den Elementen Ds, des Ringe» B, Somit kami 
gesetzt werden 

(37.) <8o-2;, eo' + ^;^^o«, 

wo und Ü^** diejenigen Theüe der Kraft vorstellen sollen, 
welche respective herstammen von zwei spedellen Elementen Dsj und 
Dsai und die Summationen 2^, und respective hinersireckt sind 
Uber alle D^, des Ringes U und über alle Dsa des Ringes A, 
Durch Substitution des Werthes (37.) in (36.) folgt: 

(38.) Jo Wo « 2^2:, Ds, -f 2i 2;. (^o" 

Nun ist aber zufolge des eben besprochenen Litegralgesetzes (32.), (33.): 

(39.) Db,) dt^d (J, Q^) , 

wo der grosseren Dentlichkeit willen Qab f&r Q gesetat ist, sodass 
also Qab das elektrodynamische der beiden Ringe A, B aufeinander 
vorstellt, bezogen auf die Stromeinheit. Die Formel (39.) wird gültig 
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sein, welche Lage, Gestalt und StronKstärke der Ring auch besitzen 
mag; sie wird daher gültig bleiben, wenn man an Stelle des gegebene]) 
Ringes B einem andern Ring Ä' nimmt, welcher in Superposition 
mit .1 sich befindet, und seiner Form wie seinem innern Zustande 
nach mit Ä völlig identisch ist. Somit folgt: 

(40.) (J,« Dso) dt^d (Jo Q^.r) , 

'^diJ.Q^^), 

Hier repräsentirt (^^.r odeir {f j t denjenigen Ausdruck , in welchen Q^b 
ach. verwandelt durch eine Identificining von B mit Ay so dass also 

2 V/^// das elddxodjnamische Potential des Ringes A auf sich selber 

Torstellt, bezogen auf die Stronieinheii 

Durch Substitution von (39.); (40.) in die Formel (38.) folgt : 

(41 . a) Jq w„ dt^d { Q. u J,^ -f- « '^i ) 5 

und ebenso ergiebt sich offenbar die parallel stehende Formel : 

(41./J) JiVf^dt^diQnAJ. + QßBJ,), • 

wo Wi den Widerstand des Binges B, ferner ^ Qbb das elektrodyna- 

uamische Potential des Ringes B auf sich selber bezeichnet, bezogen 
auf die .Stromeinheit, und endlich Qkj = Q tn ist. 

Befinden sich die beiden Ringe, ihrer Gestalt und Lage nach, in 

gegebener Bewegung, so sind die Potentiale Q^b, y Qaa, ^ Qnn 

gegebene Functionen der Zeit; so dass man also in diesem 
Fall die Stromstärken J,,, «7, als Functionen der Zeit zu 
l»estimmen im Stande sein wird durch Integration der 
beiden Differentialgleichungen (41.a,/3). 

Wir beschränken uns bei der weiteren Betrachtung dieser Glei- 
chungen auf den Fall, dass die Binge congruent, aus gleichem 
Metall verfertigt und von starrer Gestalt sind. Dann kann. gesetzt 
werden : 



Wq « W| a«= W, 

(42.) Qaa « Qbb « fl, 

Qab — Ö, 

WO w, 9 gegebene Constanten vorstellen, und Q eine gegebene Function 
der Zeit. Jene Gleichungen nehmen daher in diesem Falle die Ge- 
stalt an : 

(Äst\ jQwdt^d{qjQ-{- QJ{), 

und können folglich auch so dargestellt werden : 
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^ J^yrdt - J^dQ = QdJ,, + q dJ^ . 

Diese Formeln führen zu einer beaehtenswerthen Folgerung. 

Nehmen wir nämlich an, da«is die Werthe von «/"q und «7, einan- 
der gleich sind 7u Anfang des Zeitelementes dt, so sind die linken 
Seiten der beiden Formeln unter einander identiseh, die recbtat also 
ebenfalls einander gleich; bierans aber folgt sofort: 

(45.) (Q-q)dJ, = iQ--q)dJ,, . 

d. i. 

(46.) dJ^^dJ^. 

Ans der gemachten Annahme, «Tq nnd waren einander gleich zu 
Anfang des Zeitelementes di, folgt also, dass sie einander gleich 
sind auch zu Ende des Zeitelementes. Somit gelangen wir zn folgen- 
dem (bisher wohl noch nicht bemerktem) Sotse: 

Findet zwischen den Stromstarken t/„ und «/, , die in 
zwei einander ooiigru eilten, aus demselben Metall be- 
stehenden starren Hingen vorhanden sind, in irgendeinem 
Augenblick die Relation statt f/o = «/,, so wird diese Re- 
lation f/„ = f/, auch fortbestehen bei einer beliebigen Be- 
wegung der beiden Ringe. — Dabei ist vorausgesetzt, die Be- 
wegung sei eine so langsame, diuss die Ströme immer als gleich- 
förmig angesehen werden dürfen, und ferner vorau^esetzt, dass 
keine äusseren elektromotorischen Kräfte inüuiren. 

Bezeichnet man den gemeinschaftlichen Werth von Jj^, e/, kurz- 
weg mit so ergiebt sich, ans (44.) für dieses J die Differential- 
gleichung : 

(47.) J{yfdi^dQ)^{q + Q)dJy 

woraus folgt: 

Für den idealen Fall, dass die Leitungsfahigkeit = c», . mithin der 
Widerstand w = 0 ist, würde hieraus folgen:' 

(49.) log J - - lg (9 H- «) -f log C, 

d. L 

(50.) '-th' 

wo C eine Constante TOfstellt. 

lieililufige Bemerkung. Aus den Gleichungen (41.ß,/j) ist 
unmittelbar ersichtlich, da,ss i'ür den Fall eines ü inzi gen Stromriuges 
die Formel sich ergeben wird : 
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wo Y 9 ^ elektrodynamische Potential des Bmges auf sich selber 

vorstellt, bezogen auf die Stromeinlieit. Ist, wie wir anneliinen wollen, 
der Ring starr, seiner Gestalt nach unveränderlich, so repräseiitirt g 
eine dem ßiage eigeuthümliche Consta nie. Somit folgt: 

(02.) Jwät^ qdJ, 

und hieraus: 

(63.) dlogJ^^, 

also schliesslich : 

(54.) J^JU " , 

wo unter der Wertii der Stronistiirke zur Zeit zu verstehen ist. 

Diese Formel (54.) giebt also an, in welcher Weise die 
Stromstärke J in einem einzelnen starren Metallringe im 
Laufe der Zeit sich ändern wird, falls sie zu Anfang einen 
beliebig gegebenen Werth J" hatte, und in i h rer Aenderung 
beständig als gle i c h f()rm i g angesehen werden darf. 

Offenbar wird in einem solchen Ringe die Stromstärke J mehr 
und mehr abnehmen und schliesslich Null werden. Somit folgt aus 
(54.), dass die Constante q negativ sein muss. Oder genauer aus- 
gedruckt : 

Bei einem individuell gegebenen stan-en Ringe sind immer nur 
zwei Fälle möglich. Entweder die ihm zugehörige Constante q ist 
negativ. Oder die Voraussetzung, dass ein in ihm vorhandener, zu 
Anfang gleichförmiger Strom auch in seinem weiteren Verlauf 
ah gleichförmig angesehen werden dürfe, ist für jenen Ring un- 
statthaft 



I* Heber das den elektreMotorlsehen Kr&fU*n Mj» Vs minsehreilieiiie 

Elenentorgeseti. 

Es sei gegeben ein Draht, durchflössen von einem elektrischen 
Strom, dessen Stärke eine beliebige Function von Zeit und Bogeu- 



*) Vo» nicht langer Zeit ist [wenigstens, falls ich die betreffende Stelle (Bor- 
chardt*8 Jornnal, fid. 7t, pag. 70) ttchüg ventanden habe] die Behaoptang aos- 
getproohen worden, jene QrOese q müsse immer negativ Min fiir jeden beliebi* 
gen Ring, d. i. fOr jede beliebit^e in sich zurücklaufende Curvc. Mir ist ein -Be- 
weis dieses Sat/es nicht bekannt; allerdings aber ancb keine Tliataacbe bekannt, 
welche gegen den Satz spräche. 
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länge ist; irgend ein Element dieses Drahtes sei bezeichnet mit D5|. 
Ausserdem sei gegeben ein ponderabler Kdzper A von beliebiger Gestalt 
und 6r5sse. Jenes Element D«, upd der Körper Ä seien begriffen in 
irgend welchen Bewegungen. — Es soll ermittelt werden diejenige 
elektromotorische Kraft eldy. Us, welche das Stromelement Ds, wäh- 
rend eines gegebenen Zeitelementes dt hervorbringt in irgend einem 
Punete des Kr)rpers. 

Bei Lösung dieser Autgabe mögen folgende Hypothesen zu Grunde 
gelegt ^v erden. 

(1.).... Erste Hypothese. Die elektromotorische Kraft 
eldy.Us, welche in irgend einem Puncte dos Körpers während 
der Zeit dt hervorgebracht wird von dem gegebenen Strom- 
elemente Ds^ , ist proportional mit der Länge DS| des Ele- 
mentes, sonst aber nur noch abhängig von seiner Strom- 
stftrke und von seiner relativen La^e^ sowie von denjenigen 
Aenderungen, welche diese beiderlei Dinge (nämlich Strom- 
stärke und relative Lage) erleiden während der Zeit 
Sie ist Null, falls solche Aenderungen nicht stattfinden"*). 

(2.) .... Zweite HypotiLese. Sie ist, wenn man die Strom- 
stärke jenes Elementes Di^i mit J^, und dieAendernng von 
cT, während der Zeit dt mit dJ^ bezeichnet, zerlegbar in 
zwei Kräfte, von denen die eine proportional mit die 
andere proportional mit dJ^ ist Mit andern Worten: Ihre 
rechtwinkligen Componenten sind homogene lineare Func- 
tionen Ton J, und dJ^, 

(3.) .... Dritte Hypothese. Denkt man sich das Strom- 
element f/, l-).s, zerlegt in drei rechtwinklige Componenten 
./jDiCj, J^i)y^, /, D^,, welche, mit dem Elemente starr ver- 
bunden, an seiner Bewegung Theil nehmen, so ist die elek- 
tromotorische Wirkung von c7|DS) identisch mit der elek- 



*) Befinden sich das gegebene Stcomeleinent D^i und der gegelMne Körper 
— er mag A genannt werden — in beliebigen Bewegungen , so werden sie ausser 
ihrer relativen Bewegung noch irgendwelche gemeinschaftliche absolute 
Bewegung besitzen. Diese letztere kann keinen Einfluss haben auf die von D»i 
lu Ä hervorgebrachten elektromotorischen Kräfte. Denn sonst würden solche 
ivräfte auch dann eutatehen müssen, wenn beide, Dsi und JL, fest verbunden ge- 
dtudhlb mit mraerer Erde, an der Bewegung denelb«i Theil nehmen. — Die von 
D«| in einem Pnncto des EOipers A herrorgebraehte elektromotorisofae Kmft 
kann also in der That nur abhängig sein von der relativen Bewegung, oder 
(was danselbe) nur abhiVngig sein von der Veränderung der relativen Lage. 

Man findet diese Schlussfolgerung in der Abhandlung meines Vaters: Die 
allgem. Gesetze der inducirten elektrischen Ströme, 87. Octob., 1646 j daselbst zu 
i\nfang des §. i. 
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troniotorischen (} esuin in t \v i rk u iig von J^D^i, J^\)y^, e/jD^r,, 
vorausgesetzt, dass nicht nur r/, selber, sondern auch dJ^ 
für alle vier Elemente einerlei Werth hat. 

(4).«... Vierte Hypothese. Es wird angenommen, dass 
das Ton meinem Vater für zwei Stromringe aufgestellte 
Integralgesetz (pag. 107): 

immer gültig ist, sobald die Binge ohne Gleitstellen, und 
die in ihnen vorhandenen Strdme glei^fSrmig sind*). 

■Dass die letzte Hypothese (nSralich di^ Annahme des yon meinem 
Vater aufgestellten Integrulgcsctzcs) zur BewSltigung der vorgeleg- 
ten Aufgabe (d. i. zur Auffindung des entsprechenden Elementar- 
gesetzes) unzureichend ist, erkennt man leicht. Hat man aber aner- 
kannt, dass die Hinzunahme irgend welcher anderer Hypothesen eine 
Sache der Notliwendigkeit ist, so dürften sich die h i er hinzugezogenen 
Hypothesen (1.), (2.), (3.) einigerniassen empfehlen durch ihre Einfach- 
heit, ferner durch die Analogie, in welcher sie zu den von Ampere 
über die pond er o motorischeil Kräfte eldy. Us gemachten Hypothesen 
stehen, endlich auch durch den Umstand, diuss sie von d«^ii meisten 
Physikern (wenn auch vielleicht nur stillschweigend) bereits anerkannt 
zu sein scheinen. 



Der gewöhnlichen Nomenclatur Folge leistend wird das gegebene 
Stromelement D.9, die inducirende Ursache, andererseits der ge- 
gebene Körper das inducirte Object zu nennen sein. Mit Bezug 
auf irgend ein rechtwinkliges Axensystem (v, t), j), welches mit 
diesem Körper in starrer Verbindung steht, mögen folgende 
Bezeichnungen eingeführt werden: 

(5.) m iigend ein Fnnct im Ihnem des Körpers; 

r die Entfemung dieses Punctes m vom gegebenen StromeIe> 
ment cTiDsi; 

U; ^ die Richtungscosinus von r, gerechnet von Ds^ 
nach m\ 



•) Wenn dieses Integralgesetz (oder allgemeine Princip) hier nicht in seinei^i 
ganzen Umfknge von mir benutzt wird, so geschieht solches absichtlich, nilm- 
Uch nm die Sicherheit der Ornndlagen zu erhöhen. Demi es dQrfte wohl 
hBrnem Zweifel nntediegen, dass jenea GeaetB ein höheres Zutrauen verdient ffir 
Hinge ohne Oleitstellen, als fOr solche Binge, d'e mit GleitstcUcn behaftet 
Bind. 



Mamasnn, die elektrifldiett Kx&fte.^ 
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3i, 33, i> die ttichtun^cosiiius irgend welcher Linie, die, im 
Innern des Körpers markirt, im Punkte m ihren Ausgangs- 
punkt hat; 

51,, 23,, di<\ Richtungscosinus des Elementes J, 1)5, ; 
Xdty f)(lf, >\<lf die rechtwinkligen Compouenten derjenigen 
elcktroniotorischen Kraft eldy, IJs, welche vom Stromele- 
ment f/, l)s^ während der Zeit ät hervorgebracht wird im 
0 Puncto wr, 

{&dt die Componente der eben genannten Kraft nach der mit 
dem Körper starr verbundenen Richtung xH, 
Zufolge der Hypothese (1.) werden die Componenten Xdt, '})dtf ^dt 
proportioniii^ sein mit D^i , sonst über nur noch abkängen können von 

(6.) r,U, 9L?, iIi^5(,,g3,,(S,^,, 

sowie von denjenigen Aenderungen 

(7.) dr, d\X, r/iB, rf2B, d^}[,, d^^, ^/C?,, rfJ^,, 

welcke diese Grössen erfahren wahrend der Zeit dt Somit wird also 
z. B. die C!omponenie Xdt sich darstellen lassen durch : 

(8.) X<lt-=Dsi.f{r, dr, U, dW,..., d%,..., J^dJ^), 

wo f eine unbekannte Function jener sechzehn Argumente (6.), (7.) 
vorstellt. Hieraus folgt durch Entwickelung nach den Argumenten 
(7.) sofort: 

4- {fd% + fdlb, + rd^S^) + QäJ.l 

wo die Coefticienten c , d , r , c" , c'" , f , f\ f'\ G nur noch Functionen 
der acht Argumente (G.) sind. Nach der Hypothese (l.) muss y,dt 
verschwinden, sobald die Aenderungen (7.) sUmmtlich Null sind ; folg- 
lich ist der Coefücient c gleich Null; sodass sich also ergiebt: 

Hdt « D«, [ddr + {^dXX + e'd^ + e'^'dn) 

Nach der lly})othese (2.) ist '^i.dt eine homogene lineare 
Function von »7, und dtJ^\ hieraus folgt erstens, dass 6r unabhängig 
ist von »7, , ferner, dass die übrigen (Joeflicienteu (',('^e\e"\ f'yf'if" 
die Grösse J, als Factor enthalten müssen, im Uebrigen aber ebenfalls 
unabhängig von J, sind. Setzt man also : 

d^J^D, ^^J,E', c"^J,E'\ €" = J^E"', 

f^j,F\ r-'^j.r^ 

und folglich: 

(9.a) Idt = . lDdr+{E'd\\ + E" d^}\ + E"'d^) 

+ {ßP'd^^-^- F'\m^+F"'d^^)\-{- DSi(dJt)G, 
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so werden 7>, 1/ , E", E'", F', F", F'", G nur noch abliüngeii von den 
sieben Argumenten: 

Analoge Ausdrficke resaltiren offenbar fflr die fibrigen Componen- 
ien^ iMmlieli fQr ^dt, ^dt • 

Sodann aber ergiebt doli die in (5.) genannte Componente (&dt 
durch Anwendung der Formel: 

(lO.a) (^ilf = %Xdt -{-^^'})cU 4- C£^(/^; 

wobei besonders zu betonen ist, 

dass die Grössen ?iilt, /^jdf , ^df, wie aus (9. nj»"! deutlich 
(lÜ.b) i h^vorgeht, von (S iiHabhängig sind, dass mithin i^dt 

eine homogene lineare Function von CX ist. 

£s mag nnn gegenwartig diese Kraft CVf// von einem etwas andern 
Standponcte ans betrachtet werden. Dadurch wird sich für diese Kraft 
eine Formel ergeben von etwas anderer Beschaffenheit; und diese 
nene Formel «oll sodann mit der eben gefundenen (10. a, b) in Ver- 
gleich gestellt werden. 

Das gegebene Stromelement J,D<, und der gegebene Edrper 
sollten idUurend der Zeit dt in beliebigen Bewegungen begriffen 
sein; unseren Betrachtungen fiber die wahrend dieser Zeit in irgend 
einem Puncto m des Körpers hervorgebrachte elektromotorische Kraft 
war zu Grunde gelegt worden ein mit dem Körper starr verbun- 
denes Azensystem {y, \), |). An all' diesen VorsteUungen, sowie an 
den eingefÖhrtenBezeichnnngen mag festgjshalten werden ; nur sei gegen- 
wärtig angenommen, der Körper wSre ein Isolator, in diesen Isohi- 
tor wäre eingeschlossen ein in der Richtung durch den Punct 

m gehender Metalldraht, und ein bei m'befindHches Element dieses 
Drahtes wäre bezeichnet mit Ds. 

Die vorhin (10.a,b) bespro- 
chene Kraft i^dt repräsentirt 
alsdann offenbar diejenige elek- 
tromotorische Kraft eldy. Us, 
Welche in einem Puncte des 
Drahtelenientes D.s, und zwar 
in der Kiehtung dieses Elemen- 
tes, während der Zeit dt von 
«lern gegebenen Stroiuelenient 
«/jDsj hervorgebracht wird*). 



flg. 8. 




Von dem Axensystem (r. i) iat in der nebenitehenden Figur nur die x-Axe 
gnekfanet Qleichseitig ist daselbtt dnich die zwisdien dieter Aie und dem Draht- 
Clement D« angebrachten Klammeni die stai i o Verbindung angedentet, welche 
iwiichen D« nnd' jenem Axena^Btem stattfindet. 
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Setzt niiiii (cbt iiso wie früher): cos (ÜS, Ds,) = E, cos (Ds, r) = 9, 
cos (Ü.s-, , r) ^ 0,, wobei die liichtuiig r st^ts gerechnet sein soll im 
Sinne Da^ Ds, so ergiebt sich : 

(11.) . ■ e, -= U + + CS , 

und femer: 

de^% dU+ö d^-hii im, 
(12.) rfS, — (9Ci U +©,^93+ rf©) + (U rf«, + 9J <I95, + © a,), 
<?E -> ^d%+SddBi + (&di&^ ; 

denn es ist zu heachten^ dass Ds mit dem Azensystem^ (v, in 
«torrer Yerhindung steht, ^thin d^l, diQ, diS. Null sind. 

Die relative Lage des Stromelementes «T, Dsj in Bezug auf das 
Drahtelement Ds ist oflPenbar völlig bestimmt durch Angabe der 

vier Grössen r, 0, 0,, E. Zufolge der Hypothese (1.) wird daher jene 
von J, Ds, wahrend der Zeit dt in Ds hervorgebrachte elektromoto- 
risclie Kraft ^:(U ])ropQrtional sein mit Ds,, sonst aber lediglich ab- 
hängen können von 

(13.) r, 0, 0„ E, J„ 

sowie von denjenigen Aenderungen 

(14.) dr, dB, <f0j, dE, dJ^, 

welche diese Grössen erfahren während der Zeit dt. Somit folgl: 

{s dt = Ds, . F{r, (Ir, Q, </Q, 0,, E, (IE, J,, (/J,), 
wo i*' irgend welche Function der beistellenden Argumente vorstellt. 
Hieraus ergiebt sich durch Entwickelung nach den Grössen (14.) 
sofort : 

{&dt — Ds, . (h +,kdr + IdQ + fl»<20, + ndB + OdJ^), 

wo die Goef&denten h, h, l, m, n, 0 nur noch abluingig* sind von 
den fünf Argumenten (13.). Nach der Hypothese (1.) verschwindet 
i^dt, sobald die Aenderungen (14.) sämmtlich Null sind; somit folgt 
%aO; und es wird also: 

(Sf// = Ds, {kdr + IdQ + mf70, + nd£ -f OrfJ,). 

Nach der Hypothese (2.) ist ^dt eine homogene lineare Function 
von J, und d J^ Hieraus folgt, dass 0 von e7, unabhängig ist, und 
dass Ic, l, m, n i)roportional mit «/, , im Uebrigen aber ebenfalls von 
e/, unabhängig sind. Somit ergiebt sich: 

(15.a) ^dt^D8^.J^(Kdr'\'LdB+MdQ^+NdE)+Ds^{dJx)0t . 
wo nun gegenwärtig die Goefficienten K, L, N, 0 lediglich ab- 
hängen können von den vier Argumenten: 

(lö.b) 0, 0^, E. 
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Für eiu und dieselbe Kraft {&dt haben wir jetzt zweierlei Aus- 
drücke (lO.a) und (lö.a). Der erstere ist eine homogene* lineare 
Function von ^,fß, (5. Gleiches muss daher auch von dem letztem 
gelten. Hieraus aber folgt, rweil die nutend der Zeit, dt vor sich 
gehenden Äenderungen dr, dO, d&ifdE völlig willkflhrlich tuoid von 
einander unabhängig sind, augenblicklich, dass Gleiches auch gelten 
muss von den einzelnen Gliedern dieses letzteren ^Ausdrucks, also 
gelten muss von den fiinf Producten: 

Kdr, Lde, MdO^, NdE, OdJ^, 
. Diese Producta lassen sich mit Kücksicht auf (12.) so darstellen: 
Kdr = K {r,e,e^,E) . dr, 
Lde = L (r, 0, 0,, E) . i%d\\ -f- + C^^^S), 

(16.) Mde^ ==Mir, Q, 0,, E) . -\ ) + (Uf?5l, H )], 

NdE = N (r, 0, 0, , E) . (^^^1 + '^d^t + (£d(Si), 
OdJi « 0 (r, 0, e,, E) . dJi, 

wo, der grösseren Deutlichkeit willen, den Grössen K,L, M, N, O 
di^enigen Argumente r, 6, 0|, E beigefügt sind, von denen sie ab- 
hangen [veigl. (15.a^b)]. 

Jeder von diesen Ausdrücken (16.) muss also eine homogene 
lineare Function von' ^, ^ seinl Hieraus folgt einerseits, dass 

K(r,e,e,,E), M{r,e,e,,E), 0{r,Q,e,,E) 

ebenfalls homogene lineare Functionen von "K, il3, (S, mithin nach (11.) 
ebensolche Functionen auch von 0, E sind, und andererseits, dass 

X(r,e;0,,E), JV^(r,0,0„E) 

unabhiinj:^!«^ von 93, (5, mithin nach (11.) aucli unabliängig von 
0, E sind. Es werden also diese K,L,M,NfO von folgender Form sein: 

K-e.K (r,e,) + E.K (r,e,), 

L= A(r,0,), 

(17.) itf=0.M(»-, e,) +E.M(»-,e,), 

N- U(r,e,),. • 

0 -=«.Q (r,e,) + E,Q (r,©,), 

II ' 11 II 

wo.K, M, Q lediglich abhängen von den beigefügten 

beiden Argumenten r und 0,. 



Um in der Bestimmung von JET, L, M, N, 0 einen Schritt weiter zu 
thun, bringen wir jetzt die Hypothese (3.) in Anwendung. An Stelle des 
bisher benutzten mit Ds verbundenen Axensystemes 0:, 9, 3) wird es 
hiebei zweckmassig sein, ein anderes Axensystem (S, 17, £) einzu- 



118 



Die elcktromotoruchca Krario eldy. UrsprongB für 



Fig. 9. 




uvu> 



führen, welches in starrer Verbinduag"^) sich befindet mit 

dem Stromelemente «T, D^,. 
Mit Bezug auf dieses mögen die 
Riehtungscosinus von 

und die Richtungscosinus der Ele- 
mente 

Ds und D«, 




bezeichnet sein durch m, v, 
durch otf ß^y und durch aj, y^. 
Alsdann ist: 

(18.) e, + /J.v + yiw, 

und folglich:- 

de »= {adu + ßdv + ydw) + (uda + vdß + wdy) , 
dQi ^ a^du -\- ßidv ^.fidw, ^ 

(19.) dE =«,rfa-|-ftrf/J + yi<?y, 

0 = udu -\- vdv + wdw, 

0 «da + ßdß + Y^y- , 
Gleichzeitig sind alsdann J, ri;^ Ds, , J, ^, D^, , <7, D^, die recht- 
winkligen Componenten des Stronielementcs e/jD s^, entsprechend den 

Axen I, Tj, . • 

Das Stromelenn-nt J^]^s^ iTzeiigt während der Zeit <U im Ele- 
mente I)s in der Kiilituiig dieses Elementes eine elektröiiiuturisehe 
Kraft iS'df, welche diugestellt worden ist durch die Formel (15.): 

(20.) {5:(U D.s-, \J^ {Kdr + LdQ + MdQ, + NdE) + (dJ^) OJ, 
wo iC, Ly N,0, nach (17.), von folgender Gestalt sind:. 

K==^Q.K (r, 0,) + E .k (r, 0,), L = A (r, 90, 

• (21.) Jtf-e.M(r,e,)-f-E.M{r,0j), J^=N(r,e,), 

Q =0.Q (r,e,) + E.Q (;• 0,). 
Jene neuen Stromelemente J, «jD^, , J, /3,Ü.S|, D s, , welche 
bezeichnet worden sind als die Conijionenteii des gegebenen ►Stroni- 
elementes e/, D.s, , werden, jedes l'iir sieh allein ))etrachtct, während 
der Zeit J( ebenfalls gewisse elektromotorische Kräfte hervorbringen 
im Element \)s] und diese Jvräft«, wiederum gemessen nach der Bich» 
tiing von Ds, mögen benannt werden mit &^dt, i^'idt, i^dL 

0 

*) Diese starre Verbindung ist angedeutet in der bGistcbcndcn Figur (vcrgl. 
die Note auf pag. 115). 
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• Diesdiien Bedeutungen^ welche 
(^.a) «tußifVif ^f^if^ für das Stromelement «7,09, 
beeitaen, hohen offenbar 

1, 0, 0, 0, u , a für (laii Stroinelement e/, «, Ds,, 
(22.b) 0, 1, 0, 0, Vf ß für das Stromelemeiit J^ß^Ds^f 
0, 0, 1, 0, tVj y für das Stroinelement f/, y,D.s,. 

Mit Rücksicht hierauf ergeben sich aus (20,), für die Kräfte ^dty 
iS'rf^, ^^di folgende Ausdrücke 

(5:*- dt = «, D6-, [KMlr + LHQ + MhIu + r/«) + {dJ^(ß\ , 
(23.) (S;9rf< « /J, D5, [e7, (TST^rfr-f Z9(?0 + ifvrft; + l^ndß)^{dJ^O% 
(5«rf<«y,D«,(,^,(iC«rfr + itrfe+JI£trf»+J^<rfy)+((«/,)^ * 

wäfarenS gleichzeitig aus (21.) far K^, U, M^, ^ Werthe 
resultiren: 

ä€ «a.K (/•, w) + a.K (r, w), = A (r, u), 

.(24) Jlf« = e.M(r,tt)H-«.M(r,t*), Jf^«N(r,«), 

05 •= 0.ß (r, w) + «.Q (r, tt); 

analoge Werthe stellen sich heraus £Ä iC'', Z'', il/'', JY»», 0'' und für 
K^y L^, M^, N'^, (ß] dieselben können aus den Werthen (24.) unmittel- 
bar abgeleitet werden, indem man w, cc einmal mit v, ß, ein ander- * . 
tnal mit y vertauscht, und mögen daher hier nicht weiter hinge- 
schrieben werden. 

Nach der Hypothese (3.) findet nun die Belation statt: 

(25.) i&dt « ^dt + i&ndt + Q:^dt 

« 

welche durch Substitution der Werthe (23.) übergeht in: 

+ Ds,.idJ,){0^a,-i-0^ß,-\-(ßy,). 

Die in (20.) und (26.) für ^dt aufgestellten Aus(>rücke . 
müssen untereinander identisch sein. Um aber eine Verglei- 
chung der einzelnen Glieder dieser Ausdrücke vornehmen zu können, 
ist oft'enbar erforderlich, dass an Stelle der neun Ditterentiale rf0, 
</6,. dE, du, dv, d,Wy da, dß, dy solche Differentiale eingeführt 
werden, welche von einander unabhängig sind. Diese an und für 
^ sich sehr mühsame Operation kann bedeutend erleichtert werden 
m durch eine zweckmilssige Wahl des Axensysteras (|, 
■ Das betrachtete materielle System besteht einerseits aus dem Draht- 

H element D's, andererseits aus dem starren Complex (Dä, 0; ^>nd 
H jedes Vlieser beiden Objecto befindet sich wahrend des betrachteten 
Zeitelementes in einer beliebigen Bewegung. Wir wollen uns nun 

\ 
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jenen starren Goinplex (D*, , 5, in solcher Weiae eingerichtet 
denken, dass die von Ds, nach Ds gehende Linie r zu Anfang des 
Zeiielements dt gegen die drei Axen rj, t, unter gleichen Winkeln 
geneigt ist Nach wie vor sollen aber die Bewegungen der beiden 
Objeete D^^ und {Dsi, ri, ^ durchaus willkührlich bleiben, so 
dass also jene Gleichheit, welche zwischen den genannten Winkeln 
stattfindet zu Anfang der Zeit dt, verloren gehen wird im Yerlanfe 
dieser Zeit. 

. Solches lestgeset2:t; wird u- — v'^ = tc;^ = sein, und folglich: 

(27. a) . tt = t;=M;s=3C, WOC» -i= • 

Hinge<^on werden (Ju, (h\ d fv iiath w'iv vor willkührlich sein, nur 
verbumk'n durcli die l^ekannie }\elatiou udu + rdo -f- ivdw = 0. — 
Ferner nehmen alsdann die lielationen (18.) folgeuda Gestalt an 

e = 4-/3 
(27. b) e,-c(«, + ^, -fy,), 

tmd die Relationen (19.) folgende: ' ' 

dB = €tdu + ßdv + ydto -j- c (da + dß -j- dy), 
^a^du ß^dv -\- Y^dWy 
(27. c) dE ^nmtt^da-^- ß,dß -\- y.dy, 
0 ^du-^- dv -\- dWy 

0 « ada -\- ßdß -\- ydyj 

^ZY = (ici^dn ßß^dü -\- yy^dw. 

Die bior hinzugefüj^te letzte Relation hat an und für sich, d. i. für die 
schon vorhaudenen Dili'erentiale keine Bedeutung j sie dient zur Defi- 
nition eines neuen Ditiereutiales d^. 

Vermittelst der sechs Uelationeu (27. c) können die sechs Diffe- 
rentiale du, dVf dw, da, dß, dy ausgedruckt werden durch die vier 
▼on Einander unabhängigen Differentiale: 

<7e, <r6,, dE, d%', 

und diese letztern werden in die beiderlei Ausdrücke für (ir?/ also ein- 
zuführen sein , falls man die einzelnen Glieder dieser beiden Ausdrücke 
mit einander vergleichbar machen will. Zuvor indessen sind noch 
einige einfache Iiclationeu zu entwickeln. 

Mit Rücksicht auf (27. a, b^ c) ergiebt sich nämlich aus (24.) 

jr« =- e . K (r, c) + « . k (r, c), 
iC'> = 0.K(r,c)-f /J.k(r,c), 
JSrt -» e . K (r, c) + y . K (r, c); 
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nnd iiimiis folgt , wiederum mit ßfiokttoht auf (27.ayb,e)y sofort: 

K^a, + Knß, -f K\y, = 60, y K (r, c) + E. K (r,c). 
SehreiM man also hiefttr: 

(28.a) Khi^ + K'iß^ + A'fy, = x 00, + xE, 

II 1 
80 werden x nnd x (weil e die nnveriinderliche Zahl -y^ reprSsentirt) 

Functionen vorst^len, die lediglich von r abhängen. 
Ans 04.) folgt femer, immer mit Rücksicht auf (27.a»b,c): 



Jtf««0.M(r,c) + «.M(r,c), 
Jfi — e . M(r, c) + /I . M (r, c), 
mithin: Jtf^ = 0 . M (r, c) + y . M (r, c), 

(28. b) Jf ^flf, <fir+ Jf»/J, <?v+ Jlf ey,<lw«-e rf e, . M (r, c) + V. M (r, c), 

«;t0r/0,+Ji(iH', 



WO alsdann fi, wiederum lediglich von r abhängen. 
Sodann ergiebt sich aus (24.) mit ßfioksicht auf (27.ayb,c): 



0^ « 0 . Q (r, c) + « . Ö (r, c), 
O — e . Q (r, c) + /I . Q (r, c), 
OC=:=0.Q(r,6) + y.Q(r,c), 



mid folglich: 

(28.C) Ot«, + 0«ft + Oty,-.ee, -Q(r,c) + E.Ö(r,c), 

wo fi» nur noch -von r abhängen. 

Femer folgt aus (24.) mit Rficksicht auf (27.a,b,c}: 

mithin: 

(28.d) lAa, + hnß^ + L^y, - 6, i- A (r, c), 

c 

wo A nur r enthält. 

Schliesslich folgt aus (24.) mit Rücksicht auf (27.a,b,c): 

Ni^jjfn^N^^tk (r, c), 

und also : 

(28.e) N^u^da + Nnß^dß + my^dy — (JE . N (r, c), 

= vdEf 

«0 eine nur Yon r abhängende Function vorstellt. 
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Wenden wir uns nun endlich zu den beiden mit einander zu Ter- 
gleichenden AusdrOcken. Der eine derselben (20.) lautet 

(29.) (SÄ — Ds, . J, (Kdr+LdB+MdBi + NdB) + Ds, . (rf J,)0; 

während der andere (26.) unter Rücksicht auf (28.a,b,c,d,e) in fol- 
gender Weise sich darstellt: 

(30.) i&di « i>5, . I ^ _^ ^^^^^ ^ I 

+ Ds, .(e//,)((iiee, + ÜE). * 
Beide Ausilrüeke (20.) und (30.) sind bezogen auf die von einander 
u uabhiingigeu Differentiale: 

dr, de, de^, dB, ^/V, dJ^, 

Aua der Identität der beiden Ausdrucke folgt altfu, dass die diesen 
Differentialen entsprechenden Glieder einzeln einander gleich sein 
müsseu. Somit erhält man die Eelationen: 

(31.) M = iie, iV=v, 

und ausserdem [durch Yergleichung der mit d^ behafteten Glieder) 

die Relation: fl = 0. 

Durch Substitution tier Werthe (31.) in die Foruier(2lK) folgt: 

(32.) — D$i . Ji 1(^601 + »E)dr -\- Xe^de + ^ledQ^ + pdE] 

+ D.S, . (r?e/,) {& ee, + ö E). 

Die elektromotorische Kraft {S:dt ist diejenige, welche von dem Stroiu- 
elemeut D.s, hervorgebracht wird im Drahtelemente Ds. Ob in 
diesem Drahtelemeut Ds schon von Hause aus irgend welcher elektri- 
scher SItrom vorhanden ist, oder nicht, bleibt glcichgüUii:;. Denn zu- 
folge unserer Hypothese (1.) ist die inducirte elektromotorische Kraft 
vr)llig unabhängig von denjenigen elektrischen Processen, welche in 
dem inducirtcn Körpfer, respective in dem inducirten Dnihtele- 
ment stattfinden. Demgemaas können wir das vorläufig erhaltene Be- 
sultat unserer Untersuchung so aussprechen: 

Befinden sieh zwei Stromelemenie JDs und J^Ds^ in 
irgend welcher Bewegung, und die in ihnen vorhandenen 
Stromstärken J und in irgend welchem Zaatande der 
Veränderung, so wird die während eines gegebenen Ze'it* 
elementes dt von J^Dsi in irgend einem Punete des Ele- 
' mentes JD's, und zwar in der Richtung dieses* Elementes, 
hervorgebrachte elektromotorische Kraft eldy. Us (&di den 
Werth besitzen: 



« 
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(33.) (g<r< Dsi . [(x00,-f xE)dr-^Xe^(W-j-fiede^-i-vdE] 

4- Ü.S-, (^/J,)(w00, + Ü,E), 
wo durch d ie ( 'harak tori.st i k d dit'jonigcn Aenderuugen an- 
gedeutet sein sollen, welche statti'iuden während des ge- 
gebenen Zeitelem en tos df<9 

Hier haben 0, 0j,E dieselben Bedeutungen wie, im 

* II II 

Amp^re'schen Gesetz' (pag. 44); während x, x, X, f», v, «0,0 

sieben noch unbekannte Functionen von r vorstellen. < 

'Es handelt sich nun um die Ermittelung dieser sieb.en Functionen. 

Hiebei wird uns einerseits das allgemeine Axiom der lebendigen Kraft, 

andererseits aber auch die bisher noch unbenutzt gebliebene vierte 

Hypothese (pag. 113) zu Statten kommen. 

§• 20« Cienancre FeBthtellimg de» Elemcntargeselzes, gesttttst auf das 
Axiom ier lebendigen Kraft« — Erste Methode« 

Wir wollen das genannte Axiom in Anwendung bringen auf die 
aut'einanderl'olgeiiden Zustände eines gewissen gegebenen materiellen 
^ysteuis, unter der V^uraussrlziiug, dasselbe werde in constantti' 
Temperatur erhalten , uiid die von Aussen her einwirkenden Iviäite 
meu sruniutlieh ordinärer Natur. 

Das System bestehe aus beliebig vielen von isolirendeu Hüllen um- 
schlosseneu starren und h o in oge n e n *) Drahtringen A,B,C^,... 
und aus der in ihueu eutliidteueii elektrisclu ii Materie. Die räumliche 
Lage eines jeden Kinges sei aualytiseh aiis;j;e(lrüekt dureli sechs Para- 
meter, und diese Parameter mögen iür alle iviuge zusaiumen^euommeu 
bezeichnet sein mit tt', 7i \ .... 

In eineyi gege))eneu Augenblick sei der Zusümd des Systemes 
A,ByCy... willkü'hrlich gegeben, sowohl hinsichtlieh der räuui- 
licheu L^eu |ind Geschwindigkeiten , als auch hinsichtlich der elektri- 
schen Ladungen und Strömungen. Es sollen also zur Zeit die Gros- 

sen 7c, jr", . . . , -y^j, .... beliebige Wer'the besitzen; und 

ebenso sollen zu jener Zeit auch die Diclitigkeiten E der elektrischen 
Ladungen'*^) und die Intensitäten J der elektrischen Ströme gegeben 



Ifan. vergL die Bemerkung auf pag. 3i. 

••) Bezeichnet man für ufgend einen der Hinge A, B, C, . . . ein unendlich 

kleines Eleincut (seiner Imw^^o niieli) mit Ds, so wir<l die in diesem Element zur 
Zeit < vorhandene Elektricitiitsmen<,'e proportioniil mit L)s,> folglich ^jlcich Tt/'Ds 
siu setzen sein. Der lactor soll kurzweg die Dichtigkeit der iu dem Klc- 
neiit vorhandenen elektrischen Ladung genannt werden. 



124 I^ic elekfoomotorischen Krilfte ddy. Ursprungs für 

seiu a]s beliebige Functionen der Bogenlängen. — Dieser Zu- 
studd mag kurzw^ der Anfangszustand, und der Augenblick 
des AnfaogSEustandes genannt werden. 

Vom Augenblick ^ an sei das System, abgesehen Yon iigend 
welchen (an Faden wirkenden) äusseren Zugkräften sich selber *) über- 
lassen. Auch sei Yorausgesebst, dasselbe bleibe durch geeignete (von 
Augenblick zu Augenblick erfolgende) Wärmeableitungen in constan- 
ter Temperatur erhalten. 

Nach dem allgemeinen Axiom der lebendigen Kraft (oder vielmehr 
nach einem daraus abgeleiteten Satze, pag. 33) mnss alsdann diejenige 
Quantität von lebendiger Kraft und Wärme 

(1.) * {(lT-\-d{)U,y Vs, 

welche das System A, B, Cy . . . während eines beliebij^en Zeitelemen- 
tes dt, verniö<:rc seiner Kräfte eldy. Us, in sich selber hervorruft, das 
vollsiäiidige Differential irjj:end einer unbekannten Function sein, welche 
^lediglich abhängen darf von der augeublicklicUeu lieschaifen- 
heit des Systems. 

Der analytische Ausdruck einer solchen Function wird ledig- 
lich zusammengesetzt sein aus denjenigen Grössen, welche der augeji- 
blicklichen Beschaffenheit d<^ Systems angehdren. Diese 
Grössen aber zerfallen in zweierlei (iattungen. Die einen sind con- 
stant, nämlich im augenblicklichen Zustande des Systems von genau 
denselben Werthen wie in allen übrigen; die andern sind variabel, 
und haben also im Allgemeinen im augenblicklichen Zustande andere 
Werthe, als früher oder spater. Die erstem mögen die charakteri- 
stischen Constanten, die letztem die charakteristischen Va- 
riablen des Systems genannt werden. 

Zu den charakteristischen Constanten des Systems A, B, C, . , * 
gehören die räumlichen Dimensionen, Oberhaupt alle Confttanten, durch 
welche die Figuren und Querschnitte der einzelnen Ringe sich ans- 
drttcken, ferner die Dichtigkeiten der ponderablen IllafBen, ferner die 
Qnantitöten freier Elektricität, mit denen die (von isolirenden Hfillen 



*) Da die Hinge A, Ii, C, . . . homogen Bind, uml von Aussen her keinerlei 
ülcktroniotoriäche Krülte einwirken, 80 werden bekuantlich die zu Anfang vorban- 
denen Stromintensit Ilten «/binnen einer äusserst kurscn Zeit erlöschen, falls die 
Bewegungen der Ringe von m&ssiger Stärke sind. Somit sind wir in dar un- 
aogenehiiien Lage, entweder die Zettdauer der betrachteten Procesae uns als eine 
ungemein kurze denken zu müssen, oder annehmen zu miisscn, dass die Singe 
(etwa in Folge ihrer nnfängUcben Geschwindigkeiten) in äusserst rapiden 
Üewegungen sich befinden. 

Doch sei sogleich bemerkt, dass diese Unannehmlichkeit vollbtäudig fortfällt 
bei derjenigen zweiten Metjiode, von welcher im nächstfolgenden §. die Bede 
sein wird. • 
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umschlossenen) liinge von Hause aus ])elaclen sind, ferner di«' Leitungs- 
Hihigkeiten der Ringe, u. s. w. — Auch <^ehört zu densellien diejenige 
constante Temperatur, in welcher das System (zufolge der gemachten 
Voraussetzung) fortdauenid erhalten bleibt. 

Andererseits sind zu den charakteristischen Variablen des Systems 
zu rechnen die Parameter n, die elektrischen Dichtigkeiten die elek- 
trischen Stromstärken e/, ferner vielleicht auch irgend welche nach der 
Zeit gebildeten Differentialquotienten der n, E, J\ u. 8. w. 

Solches vorangeschickt,- können wir also sagen: 

(2.).... „Die in (1.) angegebene Quautitiit (r/T -}- ^?(^). i.iy. u« 
,,mu88 das vollständige Differential irgend einer unbekannten Function 
„sein, deren analytischer Ausdruck lediglich zusammengesetzt sein darf 
„ans den charakteristischen Constanten nnd ans den charaktenstischen 
„Variablen des gegebenen Systems/' 

Es muss mithin jene Function z. B. unabhängig sein Ton den auf 
das System einwirkenden äusseren Zugkräften. 

Um aus diesem Satze den gehörigen Gewinn zu ziehen, mag zu- 
nSchst die in (1.) genannte Qaantitat; ihrem analytischen Ausdrucke 
nach, naher bestimmt werden. Zu diesem Zwecke seien folgende Be- 
zeichnungen eingef&hrt: 

Dsq und D^i irgend zwei Bogenelemente der Binge A,B,C, ; 

r ihre gegenseitige Entfernung; 

00, 0,, E die im Ampere'scheu Gesetz, (pag. 44j auftretenden 
Cosinus ; 

^ofVQt^o "i^^ ^itt/ij^i Coordinaten der beiden Elemente; 

nnd J, ihre Stromstarken; 
B die (repnlsiv gerechnete) ponderomotorische Erafb eldy. Us, 

welche nach dem Ampere'scheu Gesetz* D^i anf Ds^ aus- 

fibt; 

Xq\ Y^)\ die rechtwinkligen Oomponenten dieser Kraft; 

i$^^^Ult diejenige elektromotorische Kraft eldy. Us, welche von 
DSj während der Zeit lU liervorgebracht wird in irgend 
einem Puncte des Elementes D^^, und zwar in der Uichtung 
> dieses Elementes; 

d die Charakteristik für diejenigen Aenderungen, welche statt- 
finden während der Zeit dL 

Alsdann ergeben sich sofort die Formeln: 
(3.a) ((^liOeidj. ü. - A'o' f/^o + Y,' dy, -\- Z,' dz,, 

(3.b) (rfyo')idy.u. ^0 ^^ii <?o' 
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wo*) die liukfn Seiten diejeni<^on Quantitäten von lebendiger Kraft 
und VViirnie vorstellen, welche, venul)ge der Kräfte eldy. üs, von DSj 
während der Zeit dt hervorj^ernferi werden in Ds;,. 

EMe Kräft«? IL und 1^",,'^// lassen sich, unter IJcnntziin«!; des Ani- 
pt're'schen (Jesetze.s (pug. 44) und des iiu vorhergehenden §. entwickel- 
ten Gesetzes (pag. 122), in folgender Weise darstellen: 

(4.a) R = e/oI^S, . ÖS, . P, 

(4, b) (So'Ä— «/i Dsi . IMr + A0, r/e« + f» 0« rfe, + vdEJ -j- (dJ,) Ds, . ö, 
wo K, Q zur Abkürzung stehen fflr die Aosdrhcke 

(5.) K«=xeoe, + xE, 

wahrend gleichzeitig (j, p, x, &), ri und k, fi, Functionen sind, 
die lediglich von r abhängen. — Durch Substitution der Werthe 
(4.a,bj in (3.a,b) folgt: 

(6. a) (<? r,,' ).,a,. u. = D*„ Ds, . j, j, p «te« + (y«-y|) »hh + (» i^^ , 

(6.b) (ciCo^W.D. « D«o D«, . J^J, [Kdr H- A0,rfe., -f iiQ^dQ, + väE] 

Analoge Formeln werden offenbar sich ergeben, wenn man umgekehrt 
die Einwirkung von Ds^ auf Ds, in Betracht zieht Addirt man diese 
analogen Formeln zu den schon vorhandenen (6.a,b)^ so folgt: 

(7.a) (^/n>-f ^/r/%d,.u. « D8„D.s-, . J, P (/r, 

(7.b) (rf«o' + rf«iWu.-=D5,D.s, . J„J, \2K<lr-\-{X+t^)diQ^Qi)+2vdE] 

+ DsoDs, . Ö d (J^Jj). 
Hieraus aber folgt weiter: 

wo Y die Bedeutung hat: 

. (9.) Y (2K + P) dr + {X + n) d (0^0,) + 2vdE - dÖ. 

Dieser Ausdruck Y erlangt fibrigens, wie sofort bemerkt sein mag, 
durch Substitution der Werthe (5.) die einfachere Gestalt: 

• (10.) Y = (a0o0, + /iE) clr -j- y d (9,0,) + ö dE, 

wo alsdann unter a^ß^y^Ö folgende lediglich von r abhängende 
Functionen zu verstehen sind: 



*) Die Formel {3.b) wurde bereits früher abgeleitet, anf pag. 105. Ebenso ist 
auch Formel (:i.a), allerdings in etwas anderer Gestalt, schon früher besprochen 
worden, ^jog. 51. 
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« 

(II.) • % 

Sammirt man die Formel (8.) über sämmtliche Elemenienpaare» 
D«i, D5| des gegebenen Systemes Ä, B, C, , . . (jedes Paar immer 
Bur einmal genommen), so erhalt man: 

(12.) {dT-]-dQUy.iu = Ds„ Ds, [d {J,J,Q) + J.JJl 

liier repriusentiri die linke Seite die zu be rech neu de Quantität 
(1.), nämlich diejenige Quantität von lebendiger Kraft und Wärme, 
welche das gegebene System A, Ji , C, . . vermöge der in ihm vor- 
handenen Kräfte eldy. Us, während der Zeit dt in sich selber hervor- 
bringt. Auf der rechten Seite ist die Operation der Art ausge- 
führt zu denken, dass zunächst bei festgehaltenem D.sv, summirt ist 
nber alle Elemente Ds, des Systemes, hierauf aber der so erhaltene 
Ausdruck von Neuem summirt ist über alle Elemente Ds^) des Sy- 
stemes*); so dass also jedwedes Elementen paar D.s',,, D.s-, im Aus- 
dnick HU doppelt vorkommt, mithin nur einmal vorkommt im 
Ausdruck ^ 

Uebrigens kann die Formel (12.), weil die Ringe A, B,Cf . , , 
nach unserer Voraussetzung starr, also ohne Gleitstellen sind, auch 
so dargestellt werden: 

(13.) (dT+dQ)^. vn = d{iSZ (Ds^ Ds^ «^10]} + U, 

wo alsdann U, mit Rücksicht auf (1<>.), die Bedeutung hat: 

U4.) U=i i:Z[Ds,l)s,J^J^{{ae,e,-\-ßE)dr+rd(Q,e,)-\-ddE)l 

Die a,ß,y,d hangen nur von r ab [vergL (11.)]; der irgend 
zwei Elementen D^, Ds, sngehörige Ausdruck 

(15.) . {aQ^e^ + ßE)dr + yd(ßf,e^) + ^dE 

fflius daher darstellbar sein durch die BogenBngen Sq, der beiden 
Elemente I ferner durch die Fiurameter x', x", . . und endlich durch 
diejenigen Aenderungm di^, di^\ . . • welche diese Parameter er- 
fahren wihrend des betrachteten Zeitelementes dt IfH andern Wor- 
ten: Jener Ausdrack (15.) muss sich umgestalten lassen in 

(16. a) (ß 0, 0 , -f- E) f / r H- y (00 0 , ) -h d E = TTtZÄ-f n"(/7r"-f , 

^vo alsdann die TT lediglich abhängen von s^) und den Parametern 
was angedeutet sein mag durch: 

(i6.b) m — n<"> («o> ....)• 



*) Das /^cichcD SU ist alao gennn in doiHelben Bedeatnog hier gebiaacbt» 
Welche früher {Hoto auf pag. 23) foetg^setst wurde. 
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Vermöge di<'sc'r üingostaltung (IG.a, 1>) gewinnt nun der Ausdruck 
U (14.) folgendes Ausselitii : 

(17.a) . U= V'än 4- V 'dn" -\ , 

WO die V dargestellt sind durch die Integrale: 

(17.b) FW — i-2;Z[D«„D«i JoJ,TT(«)l. 

Nach dem Satze (2.) muss die Qoantiföt (dT+ dQ)^uj,xs% em yoU- 
slllndiges Differential sein. Gleiehes muss daher gelten yon d«n in 
(13.) für jene Quantität gefundenen Wierthe, und also auch gelten 
von dem letzten Tem U dieses Werthes. Der Term ü (14.) enthalt 
die variablen Grössen J, nicht aber die dJ, Folglich kann derselbe 
jener Anforderung, ein vollständiges Differential zu sein, nur dadurch 
entsprechen, dass er identisch verschwindet. Hieraus folgt dann aber 
weiter, diuss die in dem Torrn IJ (14.) enthaltenen Functionen a, ß, y, Ö 
ebenfalls identisch Null sind. — Eine solche Schlussweise würde aller- 
dings sehr kurz, aber auch sehr wenig überzeugend *) sein. Wir wer- 
den daher zur Erreichung des eben angedeuteten Zieles einen etwas 
längeren Wog einschlagen, der jedoch hinsichtlich seiner Strenge 
JNichts zu wünschen übrig lassen dürfte. 

Nach dem Satze (2.) muss die Quantität (r/ T -j" 't/)eidy. ua das 
vollständige Difforontial irgend einer unbekannten Function sein, deren 
analytischer Ausdruck lediglich zusammengesetzt sein darf aus den 
charakteristischen Constanten und den charakteristischen 
Variablen des betrachteten Systemes A, B, C, . . . , Gleiches muss 
daher, nach (13.), auch gelten vom Terme ü ; es muss also 

(18.) U^df 

sein, wo / eine noch unbekannte Function bezeichnet, deren analyti- 
scher Ausdruck lediglich zusammengesetzt sein darf aus den charak- 
teristischen Constanten und charakteristischen Variablen 
dos gegebenen Systemes. Aus (17.) und (18.) ergiebt sich aber die 
Formel : 

(19.) V'dn'+ V"di^'^ 

welche zeigt, dass in f keine andern Variablen enthalten sein 
können als die Parameter n. Somit darf also der analytische Ausdruck 



*) Die in dcu lutegrulen V (17.b) enthalteueu J künnen angesehen werden 
ah unbekannte Functionen der Bogenl&ogen and der Zeit; wBhrand andneneitt 
die .n abhängen von den Bogenlftagen. und von den «. MOglicberweise könnten 

nun jene unbekannten Fnnctioncu J von solcher Beachoffenheit sein, dass die 

Integrale K ihrerseits von der Zeit unabhängig, also nur noch abhängig von 
den n sind. Dann aber würde U (17.a), auch ohne su verschwinden, ein voU- 
atandiges Diti'crcntial sein. 
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Ton ^ledigHch zusammengesetzt sein ans den charakteristischen 
Consianten des gegebenen Sjstemes und aus den Parametern sr. 
Gleiches gilt offenbar yon den F; denn. nach (19.) ist 

(20.) .... ,,Hezeicliiiet man also die cliarakteristischeu Ounstauteu 
„des gegebenen öystemes mit v ^ ^ werden die in 

V^Tdn -^-V'dT^ -\ 

„enthaltenen Functionen V von folgender Grestalt sein: 

FW« FW(c', c", 7r>';....); 

„dass heisst, die c sind die einzigen Constanteu, und die Tt die 
„einzigen Variablen, welche in diesen überhaupt eniliaileu sein 
„können." 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Functionen V wirklich 
zu bestimmen i'iir irgend eine s]»ecielle Lage des gegebenen Sy- 
stemes JJ, C\ . . ., <1. h. für diejenigen s2)eciel](Mi Wert he 

. . welche die Parameter ä', tc", .... bei jener spccieilen Lage 
annehmen. 

Die Fmiclionen V sind nach (2(>.) niinl)h;ingig von den auf das 
»System (an irgend welcln-n Fäden) einwirkenden äusseren Zugkräften. 
Sollten also diese Kräftet etwa, von Hause aus in irgend welcher Weise' 
(etwa als Functionen der Zeit) gegeben sein, so werden wir trotzdem 
dieselben von Augenblick zu Augenblick gnnz nach nnserm Gefallen 
abändern dürfen, ohne dass dadurch irgend welche Aenderungeii ein- 
treten in der BeschaÖenheit der Fouctioneu V. Um nun die Werthe 
dieser V für die specieUe Lage p (d. h. für die Parameter j)) zu 
ermitteln, w^oUen wir jene äusseren Zugkräfte^ von Augenblick zu 
Allgenblick in solcher Weise uns regulirt denken, dass das System 
Ä, Ij, C, . . nachdem es von seinem gegebenen Anfangszustande aus 
beliebig -lange Zeit andere und andere Zustande durchlaufen hat, all- 
mählig mit mehr und mehr abnehmender Geschwindigkeit der ge- 
gebenen Lage p sich nähert, endlich mit der Geschwindigkeit Null in 
diese Loge hineingelangt, und sodann in derselben festgehalten wird. 
Denken wir uns diese Fixirung des Sjstemes (welche ebenfalls durch 
passende Begulirung der äusseren Zugkräfte zu bewirken ist) unend- 
Heh lange Zeit andauernd, so werden die in dem System vorhandenen 
Stromstärken J (wie aus experimentellen Ergebnissen mit Sicherheit 
geschlossen werden kann) schwächer und schwächer werden, und 
schliesslich erloschen. In demselben Augenblick aber, wo die J er- 
loschen, in demselben Augenblick verschwinden, nach (17.b), 
auch die F. Somit sind wir also zu der Einsicht gelangt, dass die 
Functionen V für die specielle {iage j), unter gewissen Umständen 

X«nmaiiii, di« «leIctrUieheii Eriin«. 9 
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im<l /II einer gewisf^en Zeit, Null sind. Hieraus aber folgt, mit liiick- 
sicht auf (20.), sofort, dass sie für jene Lage p im in er'*') Null sind. 
Die Lage ]) war aber beliebig gewählt; folglich gilt Gleiches auch für 
jede andere Lage >t des Systemes. Wir können also sagen: 

(2L) . . .*. „Die in (20.) genannten Functionen V\ V", . . . sind 
identisch Null, und der dort angegebene Aiusdruck U also ebenfalls 
„identisch Null.'* 

Solches erkannt, kimnen wir nimmehr endlieh den eigentlichen 
Faden unserer Untersuchung weiter verfolgen. Hubstituiren wir zu- 
nächst in den Formeln (13.), (14.) für U den eben gefundenen Werth 
I^ull, und recapitaliren wir dabei; was in Bt frt fV dieser Formeln zu 
sagen ist, so werden wir uns etwa in folgender Weise auszadrücken 
haben. 

(22.) .... „Wird ein System beliebig vieler homogener mid 
„stairer Drahtringe C, . , . durch von Augenblick zu Augen- 

„blick erfolgende Wärmeableitungen in constanter Temperatur erhalten, 
„ist ferner der Anfangszustand des Systemes, hinsichtlich seiner pon- 
„derablen wie hinsichtlich seiner .elektrischen Materie, in willkflhr- 
„lieber Weise festgesetzt, und' ist endlich das System, abgesehen 
„Ton jenen Wärmeableitungen und abgesehen von iigend welchen 
„(an f^en wirkenden) äusseren Zugkräften, sich selber überlassen, so 
^, werden vom Augenblick des Anfangszustandes . ab fortdauernd die 
„Formeln gelten: 

{dT + </ V,ioM>. US = d {1 2:2: [D.s, D.s, Q]} , 

ZZ [Dso Ds, JqJ^ ((«e„0, +./3E) dr + yf/(0o0,) + ddE)} = U. 

„Hier haben Q und a,ß,yfd nach (5.), (11.), die Bedeutungen: 

Q»fiieo6j+QE, 

(^ + f*) — ®, 

211 
V — 19. 

„Ausserdem ist unter -(rZT-f- <i^)eidy.u« diejenige Quantität von leben- 
„diger Kraft und Wärme zu verstehen, welche das gegebene System, 
„vermöge seiner Kräfte eldy. Us, während des betrachteten Zeitelemen- 
„tes dt in sich selber hervorbringt." 

Beiläufig folgt aus diesen Ergebnissen (22.), dass die von uns 
früher (pag. 21) mit ^« bezeichnete Function daigestellt ist durch den 
Ausdrucke : 



*) Denn die gesuchten Fsind nach (20.), atisser von den Constanten c', c", .... 
nur noch abhilnj^i^^ von der gegebenen Lage^J (d. i. von den Pariimetern J>',|> > 
Ihre Werthe iür Uiet>ü Lage ]) sind also stets ein und dieselben. 



a (2x + ^) — ^ , y 
/J « (2x + p) - , d = 
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(23.) (— 1) i [D«o Dsi J^J, Q], ' • 

dieser Ansdnick also zu bezeichnen sein wird als das elektrodyna- 
mische Postulat des gegebenen Systemes. Es repartirt sieh nun 
aber dieser Ausdruck (2;k), weil die J im Ani'anj^szustande und folg- 
lich auch in spiltcren Zustäudru u ngle i cli förni ig (d.i. Functionen 
der Bogenlängen) sind, in viillig bestimmter Weise jiuf die einzelnen 
Element<Miii;iaro D.«?,, Ds-,; und W'ir gelangen daher, unter Rücksicht 
darauf, Quss jedes s(jlches l*aar in EU doppelt,- mithin in \ 2j2J nur 
einmal*) vorkonnntj zu folgendem ►Satz: 

Das elektrodynamische Postulat irgend zweier elek- 
trischer Ötromeleuiente «/oO^,, und J, besitzt den Werth; 

(24.a) (- 1) D«o Ds, J^Ji Q, 

wo Q die Bedeutung hat: 

(24.b) Q»a>eo6| + ÖE. 

Dabei sind unter r, Oq, 6,; E dieselben Grössen zu Ter- 
stellen, wie im Ampere'schen Gesetz (pag. 44), ferner unter 

(0, (') zwei noch unbekannte, lediglich von r abhängende 
Fun et i onen. 

Von hervorragender Wichtigkeit ist ein anderes in (22.) zu Tage 
getretenes Ergebniss. Wir sehen nämlich aus (22. ) . dass die Summe 

(Bö.) s£ [ds„i\ .y„-y.((«e.e. + ßE) + y + ä ^)] 

in jedem Augenblick Null sein muss, also auch Null sein muss zur 
Zeit ^ des willkührlicli gegebenen An&ngszastandes. Zu jener 
Zeit (9 waren aber die J willkührlich gegebene Functionen der 
Bogenlängen. Somit folgt, dass der unter dem Summenzeichen 
stehende Ausdruck 

(26.) (.e.e. + /»E)| + ,f^i|fj^,jE 

ZU jener Zeit Null sein muss für jedes einzelne Elemeuteupaar 

In diesem Ausdruck (26.) sind Uyß, y, d unbekannte Functionen 
Von r. Andererseits sind r, 0„, 0,, E und , , die- 

jenigen acht Grössen , durch welche die relative Lage und relative Ge- 
schwindigkeit des betrachteten Elementen}>aares T).<?„, D5, sich bestimmt. 
Zur Zeit f° haben aber Ds^^, D5, willkührlich gegebene Lagen und 
Geschwindigkeiten, mithin jene acht Grdssen willkührlich gegebene 



*) Vergl. die Note auf pag. 127. 
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Werthe. Aub dem Verschwinden des Ausdrackes (26.) zi^r Zeit 
folgt also, dass die Functionen a, ß, y, & einzeln Null sind, und 
zwar Null sind fQr jedes beliebige r; denn es gehört ja r ebenfalls zu 
jenen acht Grössen, die zur Zeit ^ willkübrliehe Werthe be- 
sitzen. 

Eriiiiicrt man sicli also an die eigentlichen licclcutuugon vuu 
i^yYf ^ i^^O» '^^ gelaugt liiuii zu folgendeu Formelu: 

«II , II (ICJ . II 

+ . 2i/ = aj, 

gültig für jedes beliebige r. Diese Formeln können auch so dar- 
gestellt werden: 

(27.) ^ / J J . 

11 * 1 /da \ 1 II 

'—2\är-V' . "=2'»' 
WO alsdann 6 eine neue unbekannte Function von r vorstellt. ' 
Hinsichtlich der von uns benutzten Abkürzungen (pag. 126) : 

(28.) K = X 606, + ic-E, ^ 

ergiebt sich iiuiiniolir, unter AnweuUung der lür x, x erhaltenen 
Werthe (27.), successivc: 

(29.) 2 K rfr = OoO, . 2«<?r + E: . 2Srfr, 

c= [9(,0| da -f- E f/rä] — P r7r, 

= .(rfQ — P c/r) — (00 0,) 4- w </Ej. 

Femer folgt, unter Anwendung der Werthe von Ij (i,v (27*) : 

(30.) 2 (A 0, 0ü 4- fi 00 0i + '/ E) = « (0, 0,) 

-h <J (00 <^ e, — 0, <i 0o) -f- « </E. 

Endlich folgt durch Addition von (29), (30.) sofort: 

(31.) 2(K dr + xei d% + fi 0,, </0, + /' r/E) = 

= (rfß — P (/r) + o (0„ J0, — 0, f/0,). 

Hiedurch aber gewinnt die für die elektromotorische Kraft (Sq' dt gel- 
tende Formel (pag. 126) folgendes Aussehen : 

(32.) ü.. (''ö-Pi'n.?^ 
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Das im vorhergehenden §. in Betreff dieser elektromotorischen Kraft 
erhaltene Resultat (pag. 122) erlangt demnach gegenwärtig folgende be- 
stimmtere Gestaltuuy;. 

Befinden sich zwei Stromclenien te t/„ D6\, und J^Ds^ in 
irgend welchem Zustande der Bewegung, und die in ihnen 
enthaltenen Strom stärke ji und «/, in irgend welchem Zu- 
stande der Veränderung, su wird die während der Zeit dt 
von J^Ds^ in irgend einem Punct des Elementes l)s„, und 
zwar in der Kichtung dieses Elementes, hervorgebrachte 
elektromotorische Kraft eldy. üs Üy' (/^ den Werth be- 
sitzen; , 

WO durch die Charakteristik d diejenigen Aenderungen an- 
gedeutet sind, welche stattfinden während der gegebenen 
Zeil dt 

Hiev haben r, 0„, 9,^ ebenso auch 

genau dieselben Bedeutungen, wie im Ampere'schen Ge- 
setz (pag. 44). Andererseits hat Q die Bedeutung: 

(33.C) Q = w 0y0, -f- w E; 

wobei hinzuzufügen ist, dass co, cJ, und ebenso auch ö, le- 
diglich von r abhängende Functionen sind, über deren Be- 
schaffenheit aber bis jetzt noch nicht die mindeste Kennte 
niss erlangt isi 

Es sind also gegenwärtig noch drei unbekannte Functionen 
Yon r zu bestimmen, nämlich a>, ci und <y. 

§. 21. Zweite Methode zur genaucreu Feststclliuig des KleuieiitargesetieS) 
ebenfalls gebttilst auf das Axiom der lebeiKligen Kraft« 

Diejenige Quantität von lebendiger Kraft und Wärme: 

(dT+dQ),Mj.vny 
welche das betrachtete (in constanter Temperatur erhaltene) Systinn 
^1, L*, C, . . vermöge seiner inneren elektrody na niischeii 
Krufts«, binnen der Zeit (// in sich .selber hervorbringt, muss das voil- 
sländige Ditterential irgend einer Function sein, welche lediglich ab- 
Irliugt von der augenldickliclien Hesehatl'enheit des Systemes. 

(A.) .... „Dieser Hat/ lüilt nicht nur dann, wenn die von ;\ussen 
«her auf da« Ö^rstem einwirkenden Kriiito durchweg ordinären 



. 134 Ueber das Trincip der lebendigen Kraft. 

„Ursprungs smd, sondern bleibt (wie bald gesseigt werden soll) 
,,auch dann noch in Gültigkeit ^ wenn jene äusseren KfSfte theils or- 
iiiirt'ii, theils elektrostatischen, theils elekirodynami' 
„sehen 1 rsprungs sind/' 

Somit ergeben sich , was die Verfolgung unseres eigentlichen Zieles, 
nämlich die genauere Feststellung des den elektromotorischen Kräften 
eldy. Us zuzuschreibenden Elementargesetzcs betriift, zwei Methoden, 
von denen die eine ebenso wie die andere jenen Satz zur Basis luit. 

(B. 1) . . . . Die erste Methode l)e steht darin, dass wir auf 
das System /1,7/, ... von Aussen her nur ordinäre Kräfte 
e i n w i r ]\ t • 11 1 a s s e n. ^ 

Diese Metliode und die Resultate, zu denen sie hinleitet, sind im 
vorhergehenden §. expouirt worden. 

(B.2) . . . . Die zweite Methode besteht darin, dass wir 
auf das System A, JL C, ... von Aussen her, ganz nach Be- 
liel^en, theils ordinäre , theils elektrosta t ische, theils elek- 
trodynamische Kräfte einwirken lassen. 

Bei Anwendung dieser zweiten Methode werden also an den 
Emgen A, £, C, . . . nicht nnr Fäden zu hefestigen sein, an denen 
von Aussen her beliebig gezogen werden kann, sondern gleichzeitig 
werden, in der Nähe des Systeme« .1 , i^, C, . . . ., irgend welche Ap- 
parate (in Gang erhaltene Reibungs-Elektrisirmasdiinen und geschlos- 
sene Galvanische Batterien) uufzustellen sein, so dass also die auf das 
System. B, C, . . . von Aussen her inlluirenden Kräfte repräsentirt 
sind theils durch die an jenen Fäden wirkenden Zugkräfte, theils durch 
die Ton diesen Apparaten ausgebenden elektrostatischen und elektro- 
dynamiscben Kräfte*). 

Da jener zu Anfiang des gegenwärtigen §. yon Neuem ausge- 
sprochene Satz, welcher die Basis der ersten Methode bildet, zu- 
folge der Behauptung (A.)i in genau derselben Weise auch als Basis der 
zweiten Iitetbode dienen kann, so etkennt man sofort, dass beide 
Methoden hinsichtlicb ihrer analytischen Behandlung Schritt für Schritt 
identisch yerlaufen, mithin auch identisch sein werden hinsichtlicE 
ihrer Resultate. 

Es bleibt somit nur noch übrig, die in (A.) ausgesprochene Be- 
hauptung zu rechtfertigen; und das soll im folgenden §. geschehen. 

§• 22« AUgomeiue Erörtcriuigen Uber das Triucip der lebendigen kraft. 
Bei diesen Erörterungen mögen der Beihe nach verschiedene FalU 

*) Die Uniinnehmlichkoifcn , welche boi der ersten Methode hfrvortrateu 
(Note, pa<,'. 124), werden, wie mau weh^, fortfallen bei Anwendung dioBcr js wei- 
ten Methode. 
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in ßetraclit gezogen werden, je nucii Beschaft'eiiheit des gegebe&en 
materiellen Systems und je nach Beschaffenheit der vorhandenen äus- 
seren Umstände. 

Erster F^U. 

„Das System besteht aus nnyeränderlichen ponderablen Massen- 
„poncten, und die yorhaudenen inneren Kräfte sind durchweg ordi- 
^,iiaren Ursprungs* analytisch also ausgedrackt*) durch iigiend welche 
„Functionen der ]@ntfemungen.*' 

„Gleichzeitig stehen uns irgend welche ordinären Kräfte zur Ver- 
,,fügimg; vermittelst deren wir von Aussen her in beliebiger Weise auf 
,,da8 System einwirken können/' 

In diesem Falle sind nur pondero motorische Kriifte vorhanden; 
und wir gelangen daher, auf Grund d^r bekannten Fandamenkilglei- 
chungen 

(«.) 3rx' = X, Mf = Y, Mz" Z 

und durch bekannte Deductionen, zu dem Theorem: 

iß.) dT+d^^dS, 

Hier bezeichnet T die lebendige Kraft des Systemes, 3f eine von der 
augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes abhängende Function 
und dT, d^ diejenigen Zuwfichse, welche T, 31 erfahren während der 
Zeit dt; andererseits repräsentirt d8 diejenige Arbeit, welche während 
dieser Zeit dt auf das System ausgeübt worden ist speciell von den 
äusseren K]»ften. 

Die vbn ponderomotorischen Kräften ausgeübte Arbeit ist (vergl. 
pag. 12) nichtä Anderes, als das von denselben hervorgebrachte Quan- 
tum lebendiger Kraft. Bezeichnet man also die inneren Kräfte 
des Systemes mit (J"), und die von Aussen her einwirkenden mit 
{Ä)j so wird, was die in (ß.) enthaltenen Quantitäten dT und dS 
betrifft, nicht nur die Zerlegung zu bemerken sein: 

dT={dTU-{-(d2:)j, 

sondern gleichzeitig auch zu bemerken sein, dass 

*) Die Kräfte ordinären Urspriuif^'.s sind diejouigen, welche den ponderablen 
Mci8äcu iaUürent sind; diese Kräfte aber äolleu, wie auf pag. 10 ausdrücklich an- 
genommen wurde, nur von den Entfernungen abbäu^eu. 

**) Beispielsweise wird diese Function 3Fi faUa die innern Kräfte des Systems 
dem Newton*schen Ansiehnngsgesetz entsprechen, dargestellt sein durch: 

a? K.££^i^, 

'WO unter M, M' irgend swei Ifosseopunote des Systems zu verstehen sind, unter 
r i)ire gegenseitige Entfemnng, endlich not^r K eine Constanto. 
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ist. Dabei siiul selbstverständlich unter {äT)A upd {ßT)j diejenigen 
Quanta lebendiger Kraft su verstehen, welche im gegebenen Systeme 
irahrend der Zeit dt hervorgerafen werden speciell durch die äussern, 
und speciell durch die innern Eiuffce. Die Forpiel (j8.) kann daher 
anch so geschrieben werden : 

(y.) idTU + [ilT)j -\- ii:^ ==^ {ilTlu 

.Oller auch öü ; 

iß.) (tiT)y+d3f«0. 

In dem hier betrachteten ersten Falle haben wir ein materielles - 
System vor uns, welches — mag es in der Natur ezistiren oder nicht 
— seiner Beschaffenheit nach bestimmten mathematischen Definitionen 
unterworfen ist, und die gefundene, durch iß.) oder (y.) oder (ö.) dar- 
gestellte Formel spiegelt nur wieder, was durch diese Definitionen von 
uns selber in das System hineingelegt war; denn sie entspringt aus 
diesen Definitionen durch streng mathematische Dcductionen. Mit 
vollem Hecht wird sie also zu bezeichnen sein als i-in auf ( Jrinid dieser 
Definitionen sich ergebendes 'riiooreni. — l)("]n ;j;t ^^rt-uüber werden 
diejenigen i^'unncln, welche in dfu To 1 u de ji ITillcn, von gewissen 
allgemeinen Uesichtsp mieten aus, sieh ergeben, als Axiome zu be- 
nennen sein. 

Zweiter Fall. 

„Das zu betrachtende materielle System ist von unbekannter Be- 
' „sehaffenheit, nur sei vordusi^cs. t/.t *), dass sämintliche ii^ ihm vor- 
„handenen inneren Kräfte theiis ordinüren , theils elektrostatischen, 
„theils elektrodynamischen Ursprungs sind.^' 

„Es stehen uns zur Verfügung äussere Kräfte, die ebenfalls 
„ordinären, elektrostatischen nn l elekiiodyuaniisclK ii T^is]>mngs sind, 
„ferner äussere Wärme qu< llen, d. i. irgend welche Körper von 
„beliebigen Temperaturen. Wir können also diese äusseren Kräfte 
„und Wärmequellen in willkührlicher Weise auf das gegebene Sy- 
„stem einwirken lassent sodass wir durch die erstem iigend welche . 
„Quanta von lebendiger Kraft und Wärme im Innern des Systems her« 
„vorzubringen, andererseits durch Application der letztern irgend ' 
„welche (positiven oder negativen) Wärmequanta in das System hmein- 
„zuleiten im Stande sind.'' 



*) Hinsichtlich dieser Voiaussetzung ist im Auf];e /u behalton, dasB über die 
Krilt'te ordinilreii , eloktrü.-^latischoti iiikI clcktrodyiuiniischcn UrMpninjrs ein für 
alle Mal (pai,'. 1<> IS) gowiö.sc Deterininationen , z. B. gewisse (pouderouiotoriache 
und clektromotoriBcho) Fundamentalglcicliuugen aulgcfitcUt worden aiud. 

An diesen Determinationen soll, wo von Krill'ten ordinären, clektrostatiscliCMi 
und elektrodynamischen Ursprungs die Rede ist, durchwog festgehalten werden. 
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0 

üm fQr lebendige Kraft und Wanne eine GoUectivbenennung zu 
gewinnen, mag (nach dem Vorgänge namhafter Physiker) erstere als 
Hnetisehe, letztere als thermische Unergie bezeidinet sein. Jene 

Quanta von lebendiger Kraft und Wärme, welche wir vermittelst der 
SoBseren Kriift« im Systome hervorrufen, und jene .Würmequanta, 
welche wir vermittelst der iuisseri-u Wäriiu'qucyeii in das System hin- 
einleiten, können alsdann zusammengenommen bezeichnet werden als 
die dem System von Aussen her zugeführten C^uanta von 
Energie. 

Eine nähere l'ntersiichuug über die Zustandsänderungen des ge- 
gebenen Systems anstellen zu wollen auf Grund der spec.i eilen Be- 
schaffenheit des Systems, ist unmöglieh ; denn diese specielle Be- 
schaffenheit ist uns unbekaunt. Ausführbar hingegen erscheint eine 
solche Untersuchung auf Grund gewisser universeller Ideen , welche 
durch die Arbeiten von S. Carnot, J. K, Mayer, Colding, Joule, 
Helmhol tz, Olausius •allmählig sich Bahn gebrochen, und (in 
Folge vielfältiger experimenteller Bestätigungen) allmahlig einen 
hohen Grad von Wahrscheinlichkeit erlangt haben.. Diese nniverseU 
)e& Ideen, naher deteiminirt mit Bezug auf den vorli^enden Fall, 
dürften ihren Ausdruck finden in folgenden beiden Sätzen: 

(a.) Erster Grundsatz. Dasjenige Quantum von kineti- 
scher ujid thermischer Energie, welches dem gegebenen 
System von Aussen her zuzuführen ist, damit dasselbe, von 
einem gegebenen A nf angsz us tan de aus, eine gegebene Keihe' 
von Zuständen durchlaufe, ist lediglich abhängig von der 
Beschaffenheit dieser Zustande. 

(b.) Zweiter Grundsatz. Dasjenige Quantum von kineti- 
scher und thermiseher Energie, welches dem System von 
Aussen her zuzuführen ist, damit dasselbe, von einem ge- 
gebenen Anfangszustande aus, irgend welche Reihe yon 
Zuständen durchlaufe, schliesslich aber in jenen anfäng- 
lichen Zustand wieder zurückkehre, ist immer gleich 
Null 

Die charakteristischen Constanten und die charakteri- 
stischen Variablen*) des gegebenen Systems mögen benannt sein, 
die einen mit r' , f", . ., die andern mit /3, . . (regeben seien irgend 
zwei unemllich wenig von einander YiTscliiedene Zustünde («, ß, . .) 
Uüd (a -\- da, ß -\- dß, , .), mit einander verbunden durch die Zwi- 



*) Es solleu dioiio tarnen hier iu duiu iSiune verätandcu wurUeu, wie IrüUe): 
fpag. 124). 
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schenaiistiuide (a + ndttj ß -\- näß, . wo n eine -von 0 bis 1 wach- 
sende Zahl Yoxstelli 

Wir wollen annehmen , durch geeignete Verwendang und Bega- 
lining der uns zur Üieposition stehenden äusseren KrSfte und Warme- 
qnellen sei es. möglich , das gegebene System zunächst in den Zustand 
{Kfß,. .) au versetze]^ und sodann dasselbe ans diesem Zustande längs 
des Weges' (a 4- nda^ ß -f- näß, . .) Übergehen zu lassen in den Zu- 
stand {a -\- da, ß (iß, . .)] zugleich sei dE dasjenige Quantum Ton 
theüs kinetischer theils thermischer Energie, welche dem Systeme, 
während eines solchen Ueberganges von (a, ß, . .) in {a-]-(l(:, ß-\-dß,..)j 
Ton Aussen her zuzuftthren ist. Dieses Quantum dE muss alsdann, 
nach dem Grundsatze (a.)^ in folgender Weise darstellbar sein: 

* 

- (c.) dE^f («, ß, . ., da, dß, . ., c', c", . .), 

wo / einen Ausdruck bezeichnet, welcher le^liglich zusammengesetzt 
sein darf aus den beigefiigtpu Argumenten.^ Hieraus folgt durch Ent- 
wicklung nach dem Taylor .schen Satz: 

, (d.) iiE = ^(«,^,.., 0,0,.., a',c",..) 

, + Athx + Bdß + .., 

wo die A , LI, . . nur nooli abhängig sind von den cc, /i, . . und den c, c",.. 
Der Formel (d.) zufolge repräsentirt der Term 

. (e.) f(a, ß, . ., 0, 0, . .> c, c", . .) 

dei\jenigen Werth , welchen dE annehmen würde für da^dß^ . .^0, 
also dasjenige Quantum von Energie, welches dem System von Aussen 
iier zuzufiAiren ist, um dasselbe aus dem Zustande {a, ß, . .) über- 
gehen zu lassen in eben denselben Zustand (a, ß, . .). Ist iiiilhiu 
t der Zeitiiugenl)lick dieses Zustandes (ß, . so kann jener Teriu 
(e.) bezeichnet werden als dasjenige (Quantum Energie, welches dem 
Systeme zugeführt wird vom Augenblick t — 0 bis zum Augenblick 
t -\- 0. Hieraus folgt, dass jener Term (e.) gleich NuH ist, dass mit- 
hin die Formel (d.) die einfachere Gestalt annimmt: 

(f.) dE-^Ada-{-Bdß + '' 

Lässt man daher das System, unter Anwendung der äusseren Kriifte 
und Wtlrmequetlen, während eines Zeitintervalles t^..,,i^ irgend welche 
' Zustände («i, ß^, ..),,, . {a.^, ß.y, . .) durchlaufen, so wird das dem 
Systeme während dieses Zeitintervalls von Aussen her zugeführfce 
Quantum Energie E^2) ^luf Grund der Formel (f.), den Werth haben: 

(gO E„«/Vrf« + J5f/^ + ..), 

die Integration hinerstreckt fiber die durchlaufenen Zustände. 
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Nb4^ dem Grundsätze • (b.) müss mm das Qaantimi E|2 immer 
Null sein, sobald der erste von jenen Zuständen identisch ist mit dem 
letisten, also {a^, ß^, . .) identisch mit (a^; ßz) • •)• (i? ) stehende 

Integral ' ' 

■ f (Ada JrBd'ß 

muss daher jederzeit vorscli winden, sobald es liinerstreckt ist über 
eine in sich zurückhiutende lieihe von Zustünden. Hieraus folgt — 
wenigsteus mit ziemlicher Wahrscheinlichkeit*) — , dass das unter 
dem Integralzeichen stehende Aggregat ' 

Ada + Bdß + • • 

ein Tollständiges Differential ist« Hieraus aber ergiebt sich^ 
weil (wie schon bemerkt) die A, B, . , nur von den uc, ß, , . und 
c, c", . . abhängen, dass dieses Aggregat die Form besitzen muss: 

(h.) Ai/a -f- Bdß -}- • • = dF{a, ß, . o, c", . .), 

wo F einen Ausdruck vorstellt , welcher lediglich zusammengesetzt sein 
darf aus den beigefügten Argumenten. Aus (f.) und Ql.) ergiebt sich: 

(i.) ■ rfE«d^(a,i5, <^,c', ..), 

in Worten ausgedrückt : 

Das dem gegebenen 'System während- der Zeit dt Yon 
Aussen her zugeffihrte Quantum von kinetischer und ther- 
mischer Energie wird immer das Tollständige Differential 
irgend einer Function sein, welche lediglich abhängt von 
der augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes, deren 
analytischer Ausdruck also lediglich zusammengesetzt ist 
aus den charakteristischen Variablen und Constanten des 
Systemes. 

Die Formel (i.) kann auch so geschrieben werden:- 

• (k.) -f d [F (a, ß,.., c\ c\ . .) - = <?E, " 

wo T die lebendige üratt des Systemes vorstellen soll. Zur Abkürzung 
werde gesetzt: 

(1.) i^<«,^,.., c,c',..)-^-3r; 

alsdann wird % (ebenso wie JP und T) eine Function sein, die 
lediglich abhängt von der augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes. 
Ferner mag das in (k.) enthaltene <7E in folgende Theile zerlegt 
werden: 



*) Wirklicbe Sicherheit wiirdo dieser Schluss (vergl. pag. 96) nur dann be- 

Bitzcn, wonn wir vorniittolst clor äusseren Kräfte und Wärmequellen jedes be- 
liebige Wertlisjsteni der du, d ß , . . . hcrvorzurulen im Stande wären. Uierübei: 
a'^cr kann im Allgeiueineu nichts Bestimmteb gesagt werd(;n, 
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hier eoUea {dT)j und {(1(,})a dicjcuigen Quanta von lebendig^ Kjraft 
und Wirme bezeichnen, welche im System hervorgerufen werden 
durch die äusseren Kräfte; andererseits soll ( — dQ) das aus den äus- 
seren Wärmequellen in das System überstehende Wärniequantum vor- 
stellen, s(j da.ss also (-}- cKJ) diejenige W iiimemenj^e repräsent irt, welche 
umgekehrt vom System an jene (Quellen al)gegeben wird. — 
Durch Suljstitutiüu von (1.) und {m.j erlangt die. Formel (k.) folgendes 
Aussehen; 

(n.) dT+d^^idTU+idQU'-dQ. 

Driller Fall. 

„Die Verhältnisse möu;en (liesell)eu sein, wie im vorliergelniKlcii 
..Fall , nur soll die BeschalVeiilieit und A])[>lication der äusseren \\ ärnie- 
„(luellen der Art gedacht werden, diiss das System fortdauernd iü 
„constanter Temperatur erhalten bleibt." 

Das gegebene System ist also etwa eingebettet zu denken in eine 
unendlich grosse Wännequelle von unveränderlicher 'J'emperatur, so 
düSfi jede durch die innern und äussern Kräfte im Svstem liervor- 
gel)rachte ^Värmequautität augeubhcklich in die umgebende Quelle 
abtiiesst. Alsdann wird die durch bezeichnete, d. h. die wäh- 
rend dei- Zeit dt vom System an jene Quelle abgegebene Wärmemenge 
identisch sein mit deijenigen^ welche während dieser Zeit durch die 
innern und äussern Kräfte im Systeme hervorgebracht wird. Die 
in der Gleichung (n.), d. i. in der Gleichung: 

(o.) rfr + dQ + dJ^ (dT)., + {(IQ)., 

enthaltenen einzelnen Glieder latjseu sich also im vorliegenden Fall 
folgendem! assen charakterisiren : 

dT und d(^i die während tier Zeit dt im Systeme durdi iHe 
innern und äussern Kräfte hervorgebrachten Quantitäten 
von lebendiger Kraft und Wärme; 

{ilT)^ und (dQ)^ diejenigen Theile der Quantitäten dT uiul 
dQ, welche speciell herrühren von den äussern Kräflen; 

jr eine im Allgemeinen unbekannte Funrfiou, weicht; lediglich 
abhängt von der augenblicklichen Üeschatt'euheit des Sy- 
stem es ; 

d^ das der Zeit di entsprechende Diilerential von ^. 
Muu kann offenbar gesetzt werden: 

/„N • dT^{dT),-{-{dT)j, 

^'^ - dQ^{dQ).,-^{dQ)j, 

wo alsdann unter (dT)j und {dQ)j diejenigen Theile von d T uiul 
(/Q zu versieben sind, welehe speciell herrühren von den inneru 
Kräften des Systemes. lliedurch geht die Formel (o.) über in: 
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(q.) • {dT)j+(dQ)j+d3l^0, 
oder, kürzer geschrieben, iu: 
(r.) 0/T+./(;>), = -rf3r; 

sodass w also fi^genden Satz erhalten: 

Si^ die in einem materiellen System vorhandenen 
iniiorn, ebenso wie die auf dasselbe einwi.rkenden Uussern 
Kräfte^ thcils ordinären, theils elektrostatischen, theils 
elektrodynamischen Ursprungs, nnd denkt man sich das 
System (durch geeignete Wärmeableitungen) in constanter 
Temperatur erhalten, so wird dasjenige Quantum leben- 
diger Kraft und Wärme, welches im Systeme während der 
Zeit (2^, speciell in Folge der innern Kräfte, sieh entwickelt, 
immer das vollständige Differential irgend einer Function 
sein, welche lediglich abhängt von der augenblicklichen 
Beschaffenheit des Systemes. 

Da die innern Kräfte theils ord., theils eist, theils eldy. Ursprungs 
sind, so zerfällt das Quantum {äT'\'dQ)j in drei entsprechende Theile; 
so dass die Formel (r.) die Gestalt annimmt: 

ord. Ua 

Aus früheren Untersuchungen ergeben sich aber die Uelaiioneu *) : 

((^T)j^ftgi,xjB^ — dOf . 

^ (dT-\-dQ)j,.u»,m dü, 

wo O das ordinäre, und U das elektrostatische Potential des gegebenen 
Systemes auf sich selber bezeichnet. .Aus (s.) und (t.) folgt sofort: 

(u.) (dT + dQ)j, eidy.ü. «-rf(3f-0— 

in Worten ausgedrückt: 

Sind die in einem niat erioU en System vorhandenen iii- 
neni, ebenso wie die auf" dasselbe einwirkenden iiusst^ru 
Kräfte, tbeils ordinären, theils elektrostatischen, theils 
elektrodynamischen UrspriniLCs. und denkt man sich dasSy-' 
stem (durch geeignete Wärmeableitungen) in constanter 
Temperatur erhalten, so wird dasjenige Quantum lebendi- 
ger Kraft undWärme, welches im »Systeme während der Zeit 
(/^ speciell in Folge der innern olektrodynamisehen Kräfte, - 
sich entwickelt, immer das vollständige Differential irgend 
einVr Function sein, welche lediglich abhängt von der 
augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes. 

Hiedurch ist die im vorhergehenden §. [in (A.) pag. 133J aufge- 
stellte Behauptung gerechtfertigt. 

•) In der That sind die Foimclii (t.), abgesehen von einer etwaB nndcru Bc- 
seichnungswoisc , identisch mit den Formeln (81.) pag. 24 und (Gl.) pag. 32. 
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§• SS. weiter« ISrfonchmig «leg ElemeiiUrgeMtxeSj gestlltit anf das 

F* Neuiuui'flehe Integralgeseti. 

Dio Aiiiialiiiie, (la-ss das gciiaiiiit«.» I utegr al ges^etz immer gültig 
ist, s()l)al<l mir d'io Slnniio g 1 o ic Ii f ö rm i g, und (üleitÄt^llciP nicht 
vorhanden sind, ))ilit<'t d<'n Inhalt unserer vierten Hypothese (pag. 11-i); 
und diese vierte Hypothese, von welriier hisliei- noch kein OchraLuh 
gemacht wurde, .soll nun herangezogen werden, uiu Aufschluss zu ge- 
wiimeu üher die in unserem Elemeuturgesetz l^ag. Vod) noch enthal- 
tenen unbekannten Functionen a, " , a. 

Auf ein aus zwei starren und homogenen*) Drahtringen -4 
und II bestehendes System mögen von Aussen her beliebig gegebene 
Kräfte einwirken ^ nämlich Kräfte , welche theils ordinären, theik elek- 
trostatischen, theils elektrodynamischeu Ursprungs sind. Es sollen die- 
jenigen räumlichen Bewegungen und elektrischen Vorgänge in Betracht 
gezogen werden, welche das System in Folge dieser äussern Krafte 
und in Folge der gleichzeitig vorhandenen inneren Kräfte von Augen- 
blick zu Augenblick darbieten wird. 

Dabei^ sei Toräusgesetzt, der Anfangszustand des Systemes und 
jene gegebenen äussern Kräfte seien von solcher Beschafifenheit^ dass 
die in den Ringen A und S entstehenden elektrischen Ströme «Tq und 
cT*, fortdauernd als gleichförmig ''^'^) augesehen werden dürfen. 

Sind Ds^, Dsi irgend zwei respective zu A und B gehörige 
Elemente, haben femer r, 6,,, E dieselben Bedeutungen wie im 
Ampere 'sehen Gesetz, und bedienen wir uns endlich der schon früher 
gebrauchten Abkürzungen: 



(34.) 



so besitzt <las elektrodynamische Potential P der beiden Einge auf- 
einänder den Werth: 

(aö.) P— Jf^J^.Q^ J^Ji . £2 Ds« D«, TT, 

(vergl. ]»ag. 50); ferner wird alsdann die von zwei b^lementen D.s„, D.s^, 
auf einander ausgeübte pouderomotorische Kraft eldy. Iis Ii dargestellt 
sein durch: 

(36.) E « Jo«^i Dst P, 



•) Vergl. die Bemerkung auf pag. 34. 
♦•) Vergl. diQ Note pag, 97. *" , 
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(vergl. pag. 44); endlich wird alsdiinn die von wfifirend der Zeit 
dt in Y).% hervorf^erut'ene elektromotorische Kraft eldy. Us (5^' dt sich 
ausdrücken durch; 

(37.) ©„-.»-ff.D., UlQ-P^)±0p>L Q>-Q,äQ ^ + (dJ,)Ds,Q, 

(vorgl. pag. 133), wo mit d diejenigen. Veränderangen bezeichnet sind, 
welche während der Zeit dt stattfinden. 

Die in den Ringen A, J) vorliandenen Stromstärken «Tj, «7j sind 
nach unserer Voraassetzung gleichförmig; somit können auf diese 
Ringe in Anwendung gebracht werden die von meinem Vater aufge* 
stellten Integralgesetze^ das poudcromotorisehe, und das elektromo- 
torische. Erst er es findet [vergl. (52. g), pag. 55] seinen Ausdruck in 
der Formel: 

(38.) ZZ (R dr) « — J, J,dQ,. 

welche mit Rücksicht aut i.'iG.) aiicli so geschrieben werden kann: 

(39.) JqJi . (Dso Pdr)^-- J^J^ dQ, 

wo Q die in (35.) genannte Bedeutung besitsi Letzteres, welches 
den Gegenstand unserer vierten Hypothese (pag. 113) ausmacht, drQckt 
sieh aus durch die Gleichung: 

(40. a) {SZ D5„ (i-,/) dt = d (J, Q), - 

und durch die mit dieser parallel stehende Gleichung: 

(40. b) {ZZ D5, (y,o) dt=d (J« g). 

Durch Substitution des Werthes (37.) in (40. a) folgt: 

■ , . + i<Z/.) . Ds, Ds, ß - <i (J, §), 

oder (was dasselbe ist): 

j y d i^ZZ DgpD^i ^)'-ZZ D^gDgi Vdr -f- ZZ Döq Pg^ 0(60( ^8^— 0i (^Gq) 
■ 2 ' — 

+ (dJy) . ZZ Dso D5t Q^J^d (t/^L Q), 
oder mit Rücksicht auf (39.): 
(41.a) j J '^^^^ Ds,,DsiQ)+dQ+ZZ Vs^Ds^aie^dQ^-e^dOg) 

Ol 2 

-I- ^0 Wi) . Dso Dsj Ö « d (/, 
In analoger Weise folgt offenbar ans (40. b): 

/AI UN T / ^^^^ Ds^l>s^Q)-^dq-{-ZZ DsoDs,a(e.(?e„-0„(/0,) 

VW. DJ e/0e/, g * 

-i- J, idJ^) , ZZ DSg Dil Ö = Jg <;>). 
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Durch Addition von (41. a) und (41. b) crgiebt sich: 
J^J^ . d (2:2; Dso Ds, Q) + Jo-/, (IQ 

oder (was dasselbe ist): 

(42.) d {J^J, . SS Dfli, Di?, 9)^d {J^Jy Q). 

Hieraus aber folj^ durcli Iiitegratioii : 

J^J^ . £S D«o Dfi, Q « ^+ ^' 

oder ein wenig anders f^esehrieben : 

(43.) J^J, {{SS Dfio Ds, Q) - « C, • 

wo C eine Oonstante, nämlich eine Grösse vorstellt; welche wah- 
rend der betrachteten Bewegimg des Systemes B hestöndig ein und 
denselben Werth behält. 

Hei den hier durchgeführten Betnu htmigen und Kechnnugcii sind 
die auf das »Sys^'m A, Ti von Aussen her einwirkenden (tlieils ordi- 
nären theils (dekirischen) Kräfte innerlialb eines uewisscn S])ielraunis 
willkührlich gelassen. Dieser Spielraum detci niinirt sieh dnreh die 
hi'i unseren Betrachtungen und IJeelmungen benutzte Voraussetzung, 
jene Kräfte seien von solclicr Ih^seliaüenheit^ dnss die in den liiiigen 
A,]i vorhandenen Stnunstiirken f/„, e7, fortdauenid als gleichför- 
mig angesehen werden diirlen. Denken wir uns also jene äusseren 
Kräfte, ohne Ueberselireitung dieses Sj)ielraums, von Augenblick zu 
Augenblick in willkührlicher Weise abgeändert, so wird trotzdem 
die Differentialgleichung (42.) gültig bleiben von Zeitelenient zu Zeit- 
element, iind folglich die in der Tnt<?gralgleiehung (43.) enthaltene 
Oonstantc C beständig ein und dieselbe bleiben. 

Mit Kücksicht hierauf ist es leicht, einerseits den wirklichen 
Werth der Constauten (* /n ermitteln , und andererseits auch denjenigen 
Werth zu finden, welchen der ofiEenbar nur von geometrischen 
Verhältnissen abhängende Ausdruck 

(44.) / == iSS Ds^ l)s^Q)-^Q 

annimmt fQr eine beliebig gegebe'ne specielle Lage des Systemes 
A, Bf z. B. fttr seine Anfangslage. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns die auf das System einwirken- 
den äusseren ordinären Ei^te der Art regulirt, dass das System 
in dieser Anfangslage fortdauernd, ins Unendliche hin, festgehalten 
wird. Gleichzeitig denken wir uns äussere elektrische Kräfte in 
Anwendung gebracht, welche eine gewisse Zeit hindurch gleich- 
förmige elektrische »Ströme «7q, t/, in den Ringen hervorrufen, all- 
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mShlig aber erlösclien; so daas schliesslich tTg, J, ebenfalls zu Null 
herabsinken. Bringen wir nun anf diese YorgüDge die Gleichung (43.); 
d. i. die Gleichu^g: 

(45.) Jo«^i 0 

in Anwendung; so folgt, mit Rficksicht auf das schliessliche Nullwer- 
den Ton JQ,Ji, sofort; dass C ebenfalls Null isi Die Constaate C 
ist aber wShrend der betrachteten YorgSuge bestandig ein und die- 
selbe; folglich fortdauernd Null; sodass sich also aus (45.) die Formel 
eigiebt: 

(46.) , 'lAf--0, 

als gültig im ganzen Verlauf der betrachteten Vorgänge. Eine gewisse 
Zeit lang hatten aber Jq, J", von Null verschiedene Werthe. Somit 
folgt aus der Formel (46.); dass der Ausdruck f für die gegebene spe- 
cieUe Lage des Systems nothwendig Null ist. 

Jene specielle Lage ist aber identisch mit der willkfihrlich ge- 
gebenen Anfangslage. Somit ergiebt sich-; dass der Ausdruck f 
Null ist fflr jede beliebige Lage des Systemes. 

Der Ausdruck f (44.) kann mit Rficksicht auf (35.) so 'dargestellt 
werden: 

(47.) / = 2:2: Dso Ds^ (Q — n), 

also mit Rficksicht auf (34.) 'auch so: 

(48.) /-= 2:2: Ds^ Ds, |[« + ^^'(57)1 ^^^i + ^ E I i 

und dieser Ausdruck /" muss also, wie wir eben gesehen haben, für die 
beiden Ringe A und B jederzeit verschwinden, welche rela- 
tive Lage, und wel che G estalt die beiden Ringe auch immer 
haben mögen. Hieraus aber qjgiebt sich durch Auwendung eines 

früher (pag. 95) gefundenen Satzes, dass die Functionen St mit 
einander verknüpft sein müssen durch die Relation: 



(49.) •»+4^'C:)" 



r , 
d r 



Aus dem Verschwinden des Ausdruckes f folgt femer; mit Rfick- 
blick auf (44.), die Gleichung: 

(50.) Q 2:2: Ds^ Ds, Ö. 

Durch Substitution dieses Warthes von Q in (35.) folgt weiter: 

(51.) P — J^J^ . 2.2; D«« Dsi ö J^Jt . ££ Dfi, D«, n. 

Aus (41).) und (öl.) folgt eudlich der Satz; 

>ieaaianD, diu elektriseUeu krtifte. 10 



14G elektromotoriscben Kräfte eldj. Ursprungs für 

Unter Auweiiduug der Abkürzungen 



(52.a) 



II 



kann das elektrodynamische Potential P zweier gleichttir- 
nitger Stromringe aufeinander nach Helieben dargestellt 
werden durch die eine oder andere der beiden Formeln 



P= f/„J| . D.% Ds^ TT, 



Dabei sind unter r, Q^, 6|, E dieselben Grossen su versteheiiy 
wie im Ampere'schen Gesetz (pag. 44), andererseits unter 

fi>, & zwei lediglich von r abhängende Functionen, welche 
durch die Relation 



(52.0 •»+4^'eT)-'j-i 



mit einander TerknOpfty im Uebrigen aber noch unbekannt 

sind*). 



DaBB die beiden in (63. b) angegebenen Integrale; 

Z2; Dso I)/f, TT lind 2?SDsoT>Siß 

von glcitliein Werthe siud, liiast sich librigens noch luif anderem Wege dar- 
thuu, uiiinlich nachweisen auf Grund der Kelation (62, c). 
Nach (ö2.a) ist 

hieran« folgt mit Rficksicht anf jene Relation (62.0): 

, \i d'r , /II , (1m\ d r dr 
11 dh- d{mr) djr dr . 

Setat man also fSr den Augenblick: fn r drim ao folgt: 

Hieran« aber ergiebt «ich «ofort: 

L)So Dif, (TT — S?) = 0, w. z. z. w. 
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Nach einem früheren Satze (pag. 131) ist das elektrodynamische 
Postulat irgend zweier Stromelemente Jq J)8q und J^ D$i dargestellt 
durch den Ausdruck: 

(— 1) Jo jr, Dso D«| ö. 

Das elektrodynamische Postulat zweier gleichförmiger Stromringe auf 
einander besitzt daher den Werth 

(- 1) J^Ji . 2^2: Ds^ Dst Q, 

und ist also, abgesehen vom Factor ( — 1) identisch mit dem Potentiale 
P(52.b). 

Somit wird in unmittelbarem Anschluss an (52.a^b, c) 
hinzuznffigen sein, dass das elektrodynamische Postulat 
irgend zweier Stromelemente Jq D^(m Werth hat: 

(ö2.d) (— DsqBs, ö, 

und ferner, dass für zwei gleiehfdrmige Stromringe das 
elektrodynamische Postulat, abgesehen Yom Yorzeichen, 
identisch ist mit dem elektrodynamischen PotentiaL 

Aus den hier durchgeführten Untersuchungen scheinen sich, wenn 
vir auf frühere Formeln^ z. B. (41. a): 

rfo g 

«urfickgreifen, noch weitere Aufschlüsse zu ergeben. Unterdrückt man 
uSmlich hier den gemeinschafUichen Factor J^, und substituirt man 
gleichzeitig für Ds^ D^, Q den in (50.) gefundenen Werth Q, so 
folgt: 

2 

oder was dasselbe ist: 

(53.) ££ D«o DSi 6 (60 dfei — 61 d%) <- 0. 

Auf den ersten Klick selieint diese Gleichung (53.), welche, ihrer 
Ableitung nach, gültig ist für zwei 1)0 lieb ige und in beliebigen Be- 
wegungen begritfouc Kinge, geeignet, uns nähere Auskunft zu geben 
über die Beschaö'enlieit der von r abhängenden Function ö. Doch ist 
«las leider nicht der Fall. In der Tliat soll im folgenden §. gezeigt 
werden, dass der durch (53.) gestellten Anforderung entsprochen 
wird, wenn aiian für <? eine völlig w il 1 kührli c h o Function von r 
e insetzt. Es bleibt somit diese Function 0, trotz jener Gleichung (53.), 
uns völlig unbekannt. 

10» 
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In Betreff der gesuehien elekiromotorisclieii Kraft (8^^äi ednd 
wir daher durch die Beiarachttmgen des gegenwartigen §. nur äusserst 
wenig weiter gelangt. 

Soll zusammengestellt werden, was in Betreff der elek- 
tromotorischen Kraft^ 

(54. a) {S-^^^dt • 

bis jetzt ermittelt worden ist, so wird Wort für Wort zu 
wiederholen sein , was bereits früher (pag. gesagt wurde, 
und nur noch hinzuzufügen sein, dass zwischen den 

Functionen ta, o die Relation stattfindet; 

(64.b)- . „ + 4^«K)-.^^^, 

und dass der Ausdruck Q o 6o6| 4~ ^ multiplicirt mit 
( — 1) Dsg DS| JgJfy das elektrodynamische Postulat der be- 
trachteten Stromelemente Jo ^^^i repräsentiri 

|. 84. BetraehtUBfen nur Erslniiuig des Torher^ehenien. 

Es Süll hier der Heueis geliefert werden für die ausgesprochene 
Heliaujjtujio- , dass der (rleiehung (T)'l) Cieuiig«' geschieht, wenn mau 
in ilir für a eine vidlig w i 1 Ik ü h rl ich e Function von r einsetzt. 

(Jehörcu di<' Puncte (r,, , 7/^ , r,,) und (.' i , ?/| , .-f) zwei Hingen an, 
welche olme (ileitstellen , jedoch biegsam sind, und ihrer Lagt^ und 
(Jestalt nac ii von Augenblick zu Augenblick sicli ändern, so werden 
die ('Oordinaten jener beiden Puncte in folgender Weise darstellbar 
sein: 

(55.) yo = ^ 0 ; 2/, = M (s, , 0 , 

wo Sq, 5, die Bogenlängen der beiden Puncte sind, und t die Zeit be- 
zeichnet Diesen Darstellungen entsprechend, sind die Formeln zu 
bemerken: ' 

wo r, 6„, 8, dieselben Grossen sein sollen, wie im Ampere'schen 
üesetz (pag. 44). 

Zur Untersuchung sei nun vorgelegt das über die beiden Ringe 
ausgedehnte Integral: 

(57.) K^£S D«o D«, U (So ^0, - 0, d%) 

wo U eine beliebige Function von r vorstellen mag, und dQ^j JQi 
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die dem Zeitelement dt entsprechenden Aenderungcn von 6, - be- 
zeichnen sollen. Dieses Integral K kann mit Rücksicht auf (55.)^ 
(56.) auch so geschneiten werden: 

d V 

otler, wenn Jüdr ==V, mithin ^ gesetzt wird, auch so: 

(09.) K=Ut .ZiDs, üs, (- ^- gj^j + ■ • 

Nun findet aber, weil U, V lediglich Functionen von r «ein sollen, 
die identische Gleichung statt: 

dSo dSt dt "** 35, ds^ dt ~~ d«, Vö^o dt) d</ " 

«Somit folgt aus (59.): 

(60.) X = 0, 

w. z. b. w. 

%• 25« Itciraclitang: von Stromriiigeu , welche behaftet sind mit 

sogciiun Ilten CUeitstellen. 

£s seien gegeben zwei mit tileitsteUen behai'tete Jüngc A und i^, 
die in irgend welchen Bewegungen begriffen und von elektrischen 
Strömen durchflössen sind. Doch mögen die Ströme ab gleich- 
förmig vorausgesetzt werden. 

Die zur Zeit t im Binge A vorhandenen Elemente mögen mit D^^ 
benannt sein, und andererseits mögen diejenigen Elemente, welche 
wahrend des Zeitelementes dt in den Bing A eintreten- oder aus ihm 
ausscheiden, in dem früher angegebenen collectiven Sinne (pag. 65) 
mit tkS^ bezeichnet sein. Analoge Bedeutungen mögen D5| und A«, 
besitzen für den Bing J9. 

Zur Vtoeinfachung wollen wir yorläufig annehmen, dass die 
Elemente Äff« und As, sämmtiich positiv sind, dass also wahrend 
der Zeit dt in beiden Bingen nur eintretende, nicht aber ausschei- 
dende Elemente vorhanden sind. 

Die elektromotorische Kraft eldy. Us: ^dl^ welche Ds, während 
der Zeit dt in irgend einem Puncte von D^^, in der Bichtung von 
Difp, hervorruft, hat (pag. 148) den Werth: 

(1.) AI - i^^^ [(jQ -P'^) Y^Q"^'-Q-'^Q«)J + u^^,)D>,0, (Si) 

wo dJ^ den der Zeit dt eutsprccheudeu Zuwachs der Sti'om»tärke vor- 
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.stellt. Die reclitor Hand beigefügte tSignatur (Jj) mag dienen, um 
diejenigen Elemente im Auge zu behalten, auf welche die J^'ormei sich 
bezieht. 

Die analoge Formel für die Einwirkung von A^i auf Ds^ lautet: 

(2.) e..^- ^.^^ |(c«-Prfr)+«(9„rfe.-6^] ^ j^^^^ 

DasB im letzten Gliede J^ zn reizen ist, unterliegt^ keinem Zweifel. 
Denn A5| ist ein während der Zeit cU neu eintretendes Element; 
seine Stromstärke wächst also wälirend dieser Zeit von 0 
auf e7, an. Fraglich aber erscheint, welcher Werth im ersten Gliede 
dem beizulegen ist. 

In der früheren Formel (1.) ist es mit Bezug auf jenes erste 
Glied einerlei, ob dort «T, selber, oder statt dessen -\- dJ^ gesetzt 
wird, also einerlei, ob daselbst der Werth der Stromstärke zn Anfang 
oder zu Ende der Zeit dt genommen wird; denn der Unterschied 
zwischen «Tj und J^ -\- dJ^ ist mlendlich klein. In der Formel (2.) 
hingegen scheint eine solche Verwechselung nicht gestattet, weil die 
StromstSike in AS] zu Anfang und zu Ende der Zeit dt die sehr 
Yerschiedenen Werthe 0 und besitzt Es fragt sich also, ob in der 
Formel {2.) für Y^ der Werth 0, oder J^ , oder vielleicht ein gewisser 
Mittelwertli zu nehmen ist. Um rationell zu verfahren, würde die Zeit 
dt von Neuem in unendlich viele, etwa n Zeitelemente, und die Draht- 
läiige A6'| in die 7t correapondirenden Elumeute zu zerlegen sein, 
u. «. w . 

(Tlücklieherweisu sind indessen solche Erörterungen nicht erforder- 
lieli. Man bemerkt sofort, daws da.s erste Glied der Formel (2.) ver- 
schwindend klein ist gegen da.s zweite, dass nämlich letzteres (in 
Folge des As,) unendlich klein erster Ordnung, ersteres hingegen 
(in Folge von A.s, nnd dQ, f/r, (/G,,, dO^) unendlich klein zweiter 
Ordnung ist. Somit rcducirt sich die Formel 1^2.) auf: 

(3.) dt - J, A«, Q. 

Denit man sich die Formel (1.) für sämmtliche Ds,, und die 
Formel (3.) für sämmtliche As, der Reihe nach hingestellt, so gelangt 
man durch Addition all' dieser Formeln zu dem Ergebniss: 

(4) dt 's (go> « [^- PM^-IM + 2: As, ß] 

_l_ ^ T)s,0(Q,de,~e^de,) 

dies also ist diejenige elektromotorische Kraft eldy. Üs, welche der 
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ganze Bing B während der gegebenen Zeit dt hervorbringt in irgend 
einem Pnncte Yon Dsq, die Kraft gerechnet in der Bichtang von Ds^, 
Am (4) folgt durch Multiplication mit Ds^ und Summation Aber 
sSmmtliche D^^ sofort: 

dies ist diejenige elektromotorische Kraft eldy. Us. welche 
der ganze Ring B im ganzen H inge A willi rc nd der Zeit dt 
hör vorbringt. Allerdings scheinen hiebei die Kiemente noch 
nicht berücksichtigt zu sein. Wollte man aber die3e Elemente 
mit in Rechnung ziehen, so würde, weil die Anzahl der As, endlich 
(nämlich entsprechend der Anzahl der in A Torhandenen Gleitstellen), 
die' Anzahl der D^g hingegen unendlich gross ist, zu deni in (5.) 
angegebenem Ausdruck nur noch ein Glied hinzutreten, welches diesem 
Ausdruck g^nflber Ycrschwindend klein isi 

Nur der Bequemlichkeit willen war bisher Yorausgesetzt, die 
und A«t seien sammtlich positiv. Nachträglich fibersieht man leichl^ 
dass die erhaltene Formel (5.) auch dann noch gültig sein wird, wenn 
die A^o ihoils positiv theils negativ sind, also gültig sein 

wird, einerlei ob märend der Zeit dt in jedem der beiden Ringe nur 
eintretende, oder gleichzeitig auch ausscheidende Elemente vor- 
handen sind. 



Um den Ausdruck (5.) zu vereinfachen, sei bemerkt, dass das 
elektrodynamische Potential P (vergl. pag. MO) der beiden Ringe B 
auf einander sich darstellen lasst durch 

Q= ZZ D.s., [).s, Q; 
woraus mit Bezug auf die Zeit Ut üich ergiebt: 

dP^Qd{J,J^) + JoJ,dQ, 
^ dQ^SS D5oD«,<jQ + 2727 D«„A5,Q + SS A5oD«,Q. 

Andererseits sei l)emerkt, dass nacli einem irüher golundenem Satz 
[(52. g), x^iig- 55] die Formel stattfindet: 

/Qx SZ Rdr J^. . SS DSf^Ds.Pdr 
(8.) rfC- .^^_^_«_^LJ __ , 

WO Jß BS cTq/, D^o D«i P diejenige ponderomotorische Kraft eldj. Uis 
bezeichnet, welche zwei Elemente Ds^ und c7| D&i (nach dem Am- 
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p^re'schen Gesetz) auf einander ausüben. Durcb Addition der bei- 
derlei Werthe von dQ, in (7.) und (8.)» erbSlt man: 

(9.) 2dQ JSZ DsqDsi (dQ—Pdr) + 2:2: {hs^As^Q + A^o D^-^Q); 
oder anders geschrieben: 
(10.) j^^^^^^i (^Ö-PAU J, j^ ^^ (D^As.Q +A ^D^.Q)^ 

oder falls . SS A«| fi auf beiden Seiten addirt wird: 
(11.) [ggD«.DyrfO-P«fe-) + q] 

Soviel in Betreff des Gliedes erster Zeile in (5.). 

Es handelt sich nun ferner um eine gewisse ThngestaUiuig des 
dortigen Gliedes zweiter Zeile. Aehnlich wie früher (pag. öl^, 59) 
mag die Entfernung r zweier Elemente der Hinge A und B aufgefasst 
werden als eine Function von vier Argumenten 

^9 

der Art, dass die Zeit, je nachdem sie in den Ooordinaten des zu A 
oder zu /> geh<)ngen Elements enthalten ist, mit t,, oder r, bezeich- 
net, und die Bogenlänge 5^ oder .s, jedesmal längs desjenigen speciel- 
len Bahnstückes gerechnet wird^ dem das Element angehört. Alsdann 

(12.) «(e../e.-e,.0,) = «[-.g-^-lr.(-)], 

3 ^ 3 ' 
wo offenbar = -|- - - . Setzt man nun zur Abkürzung : 

(13.) f«dr-i, 
80 ergiebt sich weiter: 

(14.) . (e..e. - e..e.) = [fi - ^ ,n, 

und folglich: 

^ ^ r a /a A ar\ a /a a arxi 
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Die Integration rechter Hand kann weiter ausgeführt werden mit Hülfe 
Ton früher [(74. p.q) pag. G4J gefundenen Formeln j aus denselben cr- 
giebt sicli nämlich sofort; 

7, ^ ^ /^A 0r \ ^ „ dl dr . 



woraus durch Addition folgt: 



^ a A a r . 

dX d r d r . 

dr a«j ® 



In gleieher Weise ergiebt sich die analoge Formel: 

(18. b) ät . £ /- |r) D., Z |i A., 

dk d r d r . 

Nun ist = Qy, a ~ — ®i> [nach \ ^ = a. Die For- 
mehl (16.a,b) kdimeii daher auch so geschrieben werden: 

(17.a) . d*.£D*.Aß^|-;)-£A^<,e.e., 

(i7.b) rf*.2D,. J-ß;| |;;)-rA..«^e.. 

Durch (n.a^b) gewinnt der Ausdruck (15.) folgende Gestalt: 

j j 2?^ Dg« Ds, tf (0., (^e, - dQ^) 

- ES (As. Da. a Q„Q. — Da, As, « 6,6.) 
- J, g 

Endlich kann das Glied dritter Zeile in (5.), mit liücksiclit auf 
(6.)> «ofort in die Form gebraclit werden: 

(19.) (rf J,) £2 Ds^ D«i Q « idJ^) ^ QdJ^ . 



Substituirt man nun in (5.) für die einielnen Glieder die gefun- 
denen WerOie (IL), (18.), (19.), so folg*: 

(20.a) dt.ZS r)8^^^^d{J,Q) + J, ^^ (Ds, A g^Y-Ag,Dg,Y) ^ 
wo Y die Bedeutung hat: 



154 I)>0 elektromotoriachen KriU'ic eldy. Uräpruugs für 



(20.b) Y«Q — tfeoO,, 

(a> — <y) 0g öl + © E; 



u 



denn Q hat den Werth o 00, -f- w E, (vergl. pag. 133). 

Das von inciiit^in Vater (auch für den Fall von Gleitstellen) pro- 
ponirte Integralgesetz drückt sich aus durch die Formel (pag. 113): 

(21.) dt . SS Duo <Jo' -= ä (J, Q). 

Soll zwischen dieser und der hier gefundenen Formel (20. a) Ueber- 
einstimmung vorhanden sein, so müsste für je zwei mit (i leitstellen 
behaftete Ringe, wie dieselben auch beschatten sein mögen, immer 
die Gleichung stattfinden: 

(«.) SS {Dso As, Y - Aso Y) = 0, ^ 

Zur Erfüllung dieser Gleichung aber ist, weil die As„ und A6*j Ihrw 
Anzahl und Lage nach wiUkührlich sind , erforderlich und ausreichend, 
dass für eine beliebig gegebene geschlossene Curve s^, und für ein be- 
liebig gegebenes einzelnes* Linienelement immer die Oleichung 
stattfindet: 

m s Ds,r^ 0, 

das Y bezogen gedacht einerseits auf die Elemente- D^^ der Car?e, 
andererseits auf jenes einzelne Element A«). ' 

(22.) , , . . „Die Gleichung (ß.) ist also die noihweiidige und aus- 
„reichende Bedingung dafür, dass zwischen den beiderlei Gesetzen 
„(20. a,b) und (21.) Uebereinstininjun«; stattfindet." 

Es sind die (Jonsequenzen zu untersuchen, welche aus dieser Be- 
dingung für die Beschalfenhcit von Y resultiren. — Findet die ülei- 
cliung (ß.) statt für jede geschlossene Curve und jedes daneben ge- 
gebene einzelne Element, so wird auch für je zwei geschlossene Our- 
yen 8^ und £| beständig die Gleichung stattfinden: 

(y.) ^ SS Ds^ Dsj Y = Oj 

und es wird folglich [nach einem früher gefundenen Satz (pag. 95)] 

der Ausdruck Y oder (ö — a) QqQ^ -\- a E der Relation entsprechen 
mfissen: 



^ ' dr 

Es ist also (d.) eine Folge von (ß.). Audi das Umgekehrte ist 
der Fall. Denn aus (fi.) würde zunächst folgen, dass der Ausdruck 
Y sich darstellen liisst in der Form; 
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da 



(«•) Y — r^eo0i + a>E, 

_ r ^ ?_r ^j: 1 " ^ i jIilW 

L dr ^■'^i " ^-^ -^o a^o^St/J ' 
rdira) d r d r . n ^^r 1 



a / n 



0 N "^asj 



und hieraus wtirde veiter folgen, dass Y der Bedingung (/).) Genfige 
leistet. Somit ist also in der That dargethan, dass auch umgekehrt 
(/}.) eine Folge Yon (d.) ist. 

Die beiden Bedingungen {ß.) und (d.) sind mithin untereinander 
äquivalent; und das Ergebniss (22.) kann daher auch so ausgesprochen 
werden: 

(23.) .... ,,Die Relation {8.) ist die nothwendige und ausreichende 
„Bedingung dafür, dass die beiderlei Gesetze (20.a,b) und (21.) mit 
„einander in Einklang sind." 

Jene Relation {8.) gewinnt aber durch Vergleichung mit einer 
i'rilher (pag. 148) erhaltenen lielatiou: ^ 

die einfachere Gestalt: 



Somit kann das Ergebniss (23.) schliesslich so auagesprochen werden: 

Soll das yon mir für die elektromotorischen Kräfte 
eldy. Us entwickelte Elementargesetz (pag. 148) auch für 
solche Stromringe, die mit Gleitstellen behaftet sind, in 
Üebereinstimmung sich befinden mit dem Ton meinem 
Vater aufgestellten Integralgesetz, so ist erforderlich und 
ausreichend, dass die in j enera Elemeutargesetz auftretende 
Function 0 den Werth besitze; 



(24.) « = -.-4^^(J*J, 



WO V die in dem Amppre'.s eben Gesetz (pag. 44) enthaltene 
Function, und A die daselbst enthaltene Constante reprä- 
senti ren. 

Indessen fragt es sich wohl, ob da« in Rede stehende Integral- 
gesetz für den Fall von Gleitstellen als hinlänglich constatirt be- 



156 



Die elektromotoriscbeo Kräfte eldjr. Ursprangs. 



iarachtet weiden darf; und es soll daher vorläafig von dem fttr <y er- 
haltenem WerÜie (24.) im Fulgcnden kein Gebrauch gemacht werden. 



Schliesslich mSgen in Betracht gezogen werden diejenigen Quanti- 
täten von lebendiger Kraft und Wärme , welche sich in den beiden mit 
Gleitütellen behafteten Bingen A und während des Zeitelementes dt 
entwickeln in Folge ihrer gegenseitigen Kräfte eldy. Us. Wir bedienen 
uns dabei der früher (pag. 67 und 105) gefundenen Formeln *) : 

(26.) (dTJ + dTs^^6,,vn - - JoJi äQ, 

(26.) (d Qa^mj. v.'^Jodt.HS^.^Ds,, 

Substituirt man in letzterer für die rechte Seite den gefundenen Werth 
(20. a), so ergiebt sich: 

(27.a) {dQ,')^,,r,.~J,d{J,Q)+J,J, (0«.A3.Y- /^D..Y) . 

In gleicher Weise gilt offenbar umgekehrt für die Wirkung von A 
auf B die analoge Formel: 

(27.) W^W,. = J. d (JM + J,J, ^ (D».MY-A».D^Y) . 

un^ durch Addition von (27. a), (27. b) folgt sofort: 

(28.) {d + d D. = '/« d (J, Q) + </, d {J, Q) , 

Endlich folgt aus (25.) und (28.): 

(29.) (dTj,^ + dTg^ + dQA^ + dQB^).i^,vu - d (J^Ji Q), 
oder, indem man f&r Q den Werth ((>.) substituirt: 

(30.) (dTA^-\-dTB^-\-dQ.,^-{-dQ;/%,,y, = d[J,J,.2:2: IXs, D.v, Q|. 
Diese Formol (30.) enthält nichts Neues; sie hätte bequemer erhaUcii 
werden können^ direct auf Grund der Bedeutung von Q. Denn der 
Ausdruck 

repräsentirt das elek tro d y na mische Post u 1 u t zweier Strumelemente 
«7„ Di",, und J", l)t>^ (vei^i. 147\ — In der Tlmt sijid die llech- 

nungeii (25.) bis (ß^K) nur augostellt worden, um eine gewisse Con« 
trole zu erhalten für die früheren Formeln dieses §. 



*) Dass die er^te dieser Formeln auch fSr den Fall von Gleitstellen 
gültig ist, geht aus den betreffenden Erörteningen (pag. 67) deutlich henror. 
AndercrHoits aber erkennt man leicht in directer Weise, dass Gleiches aoch 
gilt von der zweiten FormeL 
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lieber die g.egenseiti^fe poiideromo torische Einwirkung 
zwischen zwei körperlichen Leitern^ welche durchflössen 
sind von elektrischen Strömen. 

Die Beirac1itnnn:oii dieses Abschnitfs haben stt ihrer Basis das Ainp^re^sche 

Klenu'niari^'psct/. Sio werden hinleiton zn einer gewissen Erweiterung des von 
F. Neuuianu specit U für lineare Leiter (nämlich für lineare elektrische 

Süouiriuge) aufgestellten Integralgesetzes. 



|. 26. Betraehtiinj; des allg'onieinen Falles, dass die elektrischen Strö- 
mungen Im luiicru der beiden Körper beliebig gegeben slud. 

Zwei starre E&rper A und B seien begriffen in irgend welchen 
Bewegungen, und gleichzeitig mögen im Innern eines jeden irgend 
welche elektrische Yor^bige stattfinden. Wir stellen uns die Aufgabe, 
diejenige ponderomotorische Arbeit eldy. Us 

(1.) (ci^^^Wü. 

zu berechnen, welche B wShrend der Zeit dt ansfibt auf A, 

Es seien 

niQ 1111(1 irgend zwei pouderable Massenpuucie der Körper 
A uud 

r die gejgenseitige £ntfemiuig dieser Puncto und 

^of y«t ^0 ^>id Xi, ffi, 0t ihre Coordinaten in Bezug auf ein 
absolut festes Axensystem; 

Xo> Vu; h u^d Xij Vi; St Coordinaten in Bezug auf zwei 
Azeusysteme, Ton denen das eine mit A, das andere mit 
B in starrer Verbindung sich befindet; 

/'o und V| die Stärkeu der iu uud zur Zeit t vorhande- 
nen elektrisciieu äiröinuiigeu ; 
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Sq und 8i zwei von ?/^, und 7;/, auagehende Linien, welche 
die augenblicklichen''') iüchtungen dieser Sirömungen 
andeuten; 

«0, DoytOo ^h> ^17 Componenten von % und i,, ge- 

nommen nach den mit A und JB verbundenen Azen- 
systemen; 

D Tq und D V| zwei bei und abgegrenzte Volumelemente 
der Eoiper Ä und JB; dabei soll Dvg von solcher Kleinheit 
sein, dass zur Zeit t die elektrische Strömung in allen 
Puncten von Dy^ einerlei Stärke und einerlei Richtung hat; 
Analoges soll gelten von Dv,. 

Die Zeit t mag, j«'nachdem sie Arouiucnt der Bewegungen der 
jxtnderahlen Massen, oder Argument der Innern elektrischen 
liewegungen ist, verschieden bezeichnet sein, im erstem Falle mit r, 
im letztem mit T; ausserdem iii()geu diese Argumente r, T ilircrseits 
specieller benannt sein mit Tq, Tq oder rj, J^, jeuachdem sie zugehörig 
sind dem Körper A oder JB. 

Sind 

diejenigen ItelationeU; durch welche die beiderlei Ooordinaten von 1%, 
ebenso die beiderlei Ooordinaten von m, mit einander zusammenhängen, 
so werden die Coefficienten C nnd D, weil die beiden Korper in 
irgend welchen Bewegungen begriffen sind, Functionen der Zeit sein; 
und zwar wird diese Zeit (entsprechend den eben getro£Eenen Fest- 
setzungen) als Argument der C mit t^, als Argument der 2> mit 
zu bezeichnen sein; so dass also jene Belationen (2.) in collectiTer 
Weise angedeutet werden können durch: 

während andererseits die in und vorhandenen StrÖmungscom- 
ponenten Uq> t»; xoq und U], v,, n>j in coUectiTer Weise darstellbaf sind 
durch: 

C3.b) u», Wo -= 4 {Ht Soi To), tti, »1 = £ (y,, Ix, T|). 



*■^ Die Ivirhtungeu der in »i„ inid wj, vorliandeuen elektrisclien Strömungen 
t„ und /, werden sich (ebenso wie ihre Intensitäten) im Allgemeinen von Augen- 
blick zu Augenblick äudern; und es sollen also und ><;, diejeuigeu iüchtuDgen 
sein, welche diese StrStnnngen haben speoiell fOr den einselnen Zeitaugen- 
bliek t. 
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Solches festgeseizi;, wird die gegenseitige Entfemung r der beiden 
Pimcte und m, eine Function sein, deren Giuunkter angedeutet 
werden kann durch das Schema: 

i^of Vfit ^o) O-o; Vo> io; ^o) 

(3.c) r <:r 

(Vi,i)i,Sn^i) 

D. h. r ist zunächst abhängig von den sechs Ooordinaten x^^, %, g^y 
Xi, und diese ihrerseits sind abhängig von den acht Argumen- 

ten Xü, i)o> h,^o} Vi, Si, r, . 

Absichtlich sind die Bezeichnungen (3. a^b^c) so viel wie möglich 
fibereinstimmend mit denen gemacht, die frtther [in (43.ayb,c) pag. 
50f 51] bei der Betrachtung linearer K&rp^ zur Anwendung kamen. 
Im Anschluss an diese Bezeichnungen mögen ausserdem noch die (Cha- 
rakteristiken eingeführt werden: 

d„ = dt, d, = ^ dt, d « dj -f d, , 

(3.d) 

Die augenblicklichen Bichtungen der in m^^, m, vorhandenen 
Strömungen i^, tj sind Sq, genannt worden. Demgemäss können 

, r— als Symbole gebraucht werden zur Andeutung folgender 

Operationen : 



(4.) 



1 = ^- + ^ A _!. A 



denn es ist zu beachten, dass die Richtuugscosinus von 

•o *o h 

oder reprasentiren in Bezug auf das mit dem Körper A starr 

verbundene Axensystem, und dass ^i, ~, ~ die analoge liedeu- 

tung haben für 1 1 oder S| in Bezug auf das mit B verbundene Axen- 
system. 



Sind r und r dt' die den Zeiten f und t -\- dt entsprechenden 
Werthe der gegenseitigen Entfernung zwischen und m^, so ist 
aach (3.c); 

(5.) dr^^ ät + ^^dt. 
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Die txL bereclmende Arbeit (1.) drfickt sich daher aus dureh: 
(6.) (dT^Wu. - ^£ {r cu) ^dt.SS {li ,. 

wo i2 diejenige ponderomotorische Kraft eldy. Us repräsentirt, welche 
DV( auf Dv^ ausübt, und die ^unimatiou sich ausdehut Uber sämmir 
liche Volumelemente von Ii und A. 

Um zunächst li zu bestimmen, mögen die uuemllich kleinen Vo- 
lumina Dvq und DY| zerlegt werden in Elemente zweiter Ordnung, 
und zwar in lauter prismatische Elemente, parallel zu 5„ und S| , d. i< 
zu und 1,. Die ponderomotorische Kraft eldy. Us, mit welcher zwei 
solche Prismata auf einander einwirken, hat nach dem Ampere'schen 
(besetz (pag. 44) den Werth: 

C7.) J. . J, U», . P, wo P-S^^^gJI^^, 

WO D^u, Ds, die Langen der beiden Prismata und J„, «/, ihre Strom-* 
starken vorstellen. Kun ist aber, falls man die Querschnitte dieser 
Prismata mit bezeichnet, «/y = *o(/o? «^i = ffi« Somit kann 

der Ausdruck (T.j auch so dargestellt werden : 

Die eigentlich gesuchte von DV) auf Dvg ausgeübte Kraft M ergiebt 
sich hieraus durch Rummation Uber sammtliche in Dv, und Dy^ 
enthaltenen Prismata. Die Volumina Dvq und Dv, sind aber unend- 
lich klein ; und es haben daher ^ und ^^ , und ebenso auch P für 
alP jene Prismata einerlei Werthe. Somit folgt: 

d. i. 

(8.) B - i„ U v„ . <. ü V, . P - H Dt, . üv, . 8^» ^ • 
Durch Substitution dieses Werthes in (6.) erhslt man sofort: 
(9.) (dT^^U^.v. « dt . 2?2; D V, D V, P ^0 dt . 4A'K, 

wo K die Bedeutung hat: 

,(10.) K-ZZD„D.,(i,i,.2ll^^. 

Es handelt sieh nun um die Berechnung dieses Doppelintegrals K. 

Für die Function if oder ^(r) ergeben sich, mit Rücksicht auf 
(4.), die Formeln: 

(u.a) t, - aT« + ^To + 3^ ' 
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Sodami folgt ans (U.a) darcli Ableitung nacli 5, und Multiplication 
mit «I : 

, a^^ , a^^ , d'iif 
+ a^oax,^«"> + at),a.).^«^« + aT),a5,^*^« 

Diese Farmein (ll.a^b^c) mögen in abgekürzter Weise angedeutet 
sein durch: 



wo alsdann unter (Sa eine Suramation über (5?'5-i:), andererseits 
unter eine Summation über ^'l*) zu verstehen ist 

a 

Aus (12. c) folgt durch Multiplication mit 2---: 

• ... - ®»®« (»•"■ • 2 ■ 

Zufolge (3.a,b,c) sind y«, ^y, go» ^o; Vi,\)i,öi?^i diejenigen acht co- 
ordinirten Argumente, von welchen die Entfernung r, mithin auch 
die Function ^ « ^(r) in letzter Instanz abhängt. Bei mehrfacher 
Differentiation nach diesen acht Argumenten wird daher das Besultat 
unabhängig sein von der Reihenfolge. Somit ist identisch: 

d k .d ^ d V 
wo ft, V die Bedeutungen haben: 

a a^;; 

Durch (14.) geht die Formel (13.) über in: 

Ntnmann, di« «Itktriielitn KttftA. 11 
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um] (lurcli Sul)stitutioii diosos Werthos (Uk) ergieht sir-h für das zu 
berechnende Düppelintegrai K (10.) folgende Darstellung: 

(17.) K-A + M-|^^, 

WO A, M, N die VV erthe haben : ' * 

A = Z2. Üv. D», (u, u, 1^)] , 

(18.) M - Dt, Dt, [s.g, (ii, u, ^0] , 

H — SZ Dt, Dt, [©,©, (u, «,»)]. 

Um znnilclut A näher zu bestimmen, sei bemerlit, dass 

(19.) ^„ (m,h. ^.J ^ U. (h. - + 0. ^ + «, -), 

Multiplicirt man diese Forniol mit Dv„, und iniegrirt sodann über 
siimmtliche Volumelemente des Körpers so ergiebt sich in bekann- 
ter Weise: 

(20.) Z ^Vo[eQ(woU, Do,(XF,ü,) + £ DY,(X£,n^), 
wo Bq, Fq die Bedeutungen haben: 

TP _ 4, 4_ 

-fo ~ cos {N^, + t)Q cos (^V«, + H)© cos {Nq, jJ]. 

DaJbei ist unter Do^ irgend ein Element der Oberflache Yon A, und 
unter JPTq die auf Do^ errichtete innere Normale zu Terstehen. Ans 
(20.) folgt, wenn man för X seine e^^tliche Bedentcmg (15.) sab- 
stitoirt : 

(22.) Z Dt, [6o («. «. 1^] - ^ D«. (^i «■) 

Hieraus folgt weiter durch Ausführung der Smnmation @] und mit 

Rücksicht auf (12. b): 
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m 2;D,.[^,s.(«,n,^)]-zDc,(.;,||;^.) 

+ ^ ^t! g 0 • 

Hieraus aber folgt endlich durch Multiplication mit Dv,, und Inte- 
gration über das ganze Volumen von B: 

(24.) A-^ iKD,. (i^ Ii ^ .) +^ DV.DV. {j,, ^ g 

In analoger Weise wird offenbar: 

(25.) M= Do. Dv. {f, II II + Dv. D.. (i.'. || || i.} 

Ausserdem ergiebt sich für N (18.), mit Rücksicht auf' die eingeführte 
Bezeichuuugsweise (12.a,b,c), ohne weitere Eechnuug der Werth: 



(26.) N = ££Dv.Dv.(||||m.) 



Aus (y.) und (I7.j folgt durch Substitution der' Werthe (24.), 
(25.), (26.) sofort: 

(27.) (rfr^«).Mj.ü. ^di.ZZ (»,D7« . t, D7, . P « Ä . 4i4' K, 
und zwar: 

(28.) AA^K-AAKSZ [(j;.Do,.^*,:, Dv. + f'.Do, .^»„Dv,,)^ 

wo die Summationen'^^ theils auf die Yolumelemente Dt, theils auf 
die Obertöehenelemente Do sich beziehen. 

Unter Anwendung der in (3.d) genannten Charakteristiken 

(29.) (5,., d,, A,„ A,, 

kann das in (27.), (28.) enthaltene Resultat ein wenig einfacher so 
ausgedrückt werden: 

Wie beschaffen die Bewegungen der Körper Aj und 
die im Innern derselben yorhandenen elektrisohen Strö- 
mungszustande auch sein mögen^ immer wird die yom Kör- 
per B während der Zeit dt auf den Körper A vermöge der 
ponderombtorischen Kräfte eldy. Us ausgeübte Arbeit 

(30. a) {dTA%u^,.v.. -=£Z (io Dvo . Dv, . P ö^r) 

darstellbar sein durch die Formel: 

11* 
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(80.b) (d2'^*).u,.u.-4^'Zi [(i';Do..||j,Uv. + i'',Do,.|*;„Dv.)*,<.] 

+ iA^££ [(ji,Dv..|^i,Dv, + £,Dv,.f|,„Dv.)4,<.] 

wo die Integration HU sich h in erstreckt thoils über die 
Volumelemente Dv,,, l)v, der Körper Ä, B, theiis über ihre 
Oberflüehenelemente Do„, Do,. Dabei sind J^^, und F^^ • 
zur Abkürzung gesetzt für die Ausdrücke: 

-Fü = — [uo cos (i\r,„ v„) 4- 1^, cos (isr„, x^j + u>,» cos (jv,, j,,)], 

. i^i = — [u, cos (iY, , v,) + i>, cos (iV,, 10, cos (.Y,, 5,)], 

wo iV„ die innere iNuriiiiile der Ob erll äc Ii e von und JV, 
die innere Normale der Obertliiche von B vorstellt. 

Es leuchtet ein, dass dieser Satz nicht nur gültit^ ist 
für die Körper Ay B selber^ sondern auch für beliebige 
Theile derselben. 



}. 27. Fortsel/iiiii;-. ISctniclituiiir «li's spocicllcii Fnlles, dass dir in j<'<l«'iii 
Körper vorliaiitieiieii Ströinuiigcii im Jiiiicni gleich türm ig uud au der 

Oberlliehe tangeDtial siiid« 

Der elektrische Sti^mnngszustand im Innern eines Korpers wird 
gleichförmig zu nennen sein, falls Uberall die Bedingung erfüllt ist: 

denn alsdann ist FTergl. (d.a^b) pag. 4] der Differentialquotient ^ 

iibernll Null, tols>;li(h di».' Vertheihiug der im Körper vorluiiulenen 
freien Elektricität uimUhäiii^ii»: vitii der Zeit. — Andererseits wird 
der elektrische 8trömuugszustanil an der Obertläche des Körpers als 
tangential zu bezeichnen sein, falls Uberall die Gleichung erfüllt 
ist: 

(32.) u cos {N, + M cos {N, i)) + » cos (iV, j) « 0, 
unter jV die Xiirmale jener OberHiiche verstanden. 

, Setzen wir nun voraus, in jedem der hier betracliteten Körper 
A und B wäie der Zustand im iuueru überall gleichförmige uuü 
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überall tangential an der OberUnche, so verschwinden die Aus- 
drücke E^^^ und 2^„, i^, ; so dass also in diesem Fall die Formel 
(30.a.b,c) die einfachere Gestalt gewinnt: . 

(rfT^*)eid,. u. — 2727 Ä D . D Vi . P do r), 

^«P, 

wo P die Bedeniniig hat: 



(33.) 



P — 4^*.27i: 

Diefles P ist Tollsföndig analog mit denjenigen Ausdruck 

P-4^'.Z2:(J;;.r,D^.|^J.D,.). 

dareh welchen früher ^ ebenfalls unter Voraussetzung eines gleich- 
f5rmigen Znstandes, das elektrodynamische Potential zweier 
linearer Stromringe auf einander definirt wurde [yergl. (55.a,b,c) pag. 
56]. Bedienen wir uns hier desselben Namens^ so wird das in (33.) 
enthaltene Resultat so auszusprechen sein: 

(34.) .... Können die elektrischen 8trömnngszustände 
in zwei Körpern^ und B (die in irgend welchen Bewegun- 
gen begriffen .sind) im Innern al s gleich förmig und an allen 
»Stellen der Oberflüchen als tangential angesehen werden, 
und bezeichnet P da.s clckfrodynaniische Potential der beiden 
Körper auf einander, so wird die von B während der Zeit 
dt auf A ausgeübte ponderolnoiorische Arbeit eldy. Hs, 
abgesehen vom Vorzeichen, immer gleich sein dem jfiir- 
iiellen'*') Zuwachs von genommen nach der räumlichen 
Lage von A, 

Hiebei kann jeder der Körper A, B von beliebig complicirter 
Gestalt sein. So kann z. B. ein solcher Körper dargestellt sein durch 



*) Der totale Zuwachs von P\ d. i derjenige, ■welchen P während d< v Z. ifc 
dt in Wirklichkeit erfährt, kann [vergl. (3.a,b,c,d)] dargestellt werden durch: 

dP ^^/^dt + dt-i-^^dt-i- dt . 
dr« ' cT» ' 3ti alt 

oder kürzer dvcch: 

dP « doP + A,P + dtP + A|P; 

wo das ente Glied d«P zu bezeiehnen ist als der partielle Zuwaclia von P nach 
der rftamlich6n,Lage von A, das zweite alz der partielle Zuwachs von 
P nach dem elektrischen Zustande von J., iriUirend die beiden letzten Glie- 
der igP und AiP analoge Bedeutungen haben mit Bezug auf Si 



166 Die ponderomotorisohen KrBlte eldj. UnpnmgB fBr 



ein beliebig vielfach geschloBsenes Drahtsystem, in welches eingeschaltet 
sind irgend welche Leiter ?on zwei oder drei Dimensionen. 

Besteht der Körper A aas einer Metallkugel Ä, in welche an zwei 
gegebenen Stellen der Oberfläche die beiden Enden eines Metalldrahtes 
Ä" einmünden, und setzt man Torans, dass die beiden Bedingungen 
der 61eichf5rmigkeit nnd Tangentialitat erfüllt sind beim Körper A, 
d.i. bei A'fA'* zusammengenommen, so wird trotzdem die letztere 
Tou diesen beiden Bedingungen im Allgemeinen nicht erfüllt sein 
für die Kugel Ä allein genommen; so dass also der vorstehende 
Satz (34 ), wenn auch anwendbar auf A, B, nicht mehr gültig ist 
für A, B, Anders verhalt es sich mit dem allgemeinem Satz (30. b,c) ; 
denn dieser ist anwendbar nach Belieben sowohl auf A, B, als aach 
auf A\ B. 

Miiii bemerkt übrigens sofort, dass der Satz (34.) einen früher 
besprochenen Satz [^52.a,b,c,d) auf pag. 53] als speciellen Fall in sich 
schliesst. 

Was die für das elektrodynamische Potential P gegebene Definition 
(33.) betrifft , so können wir uns darüber folgendermasseu ausdrücken: 

Das elektrodynamische Potential P zweier Körper auf- 
einander w.irdy falls in jedem derselben der elektrische 
StrÖmungsziistand im Innern gleiehformig und an der Ober- 
fläche tangential ist, definirt sein durch: 

(35.a) . P= ^2; [iß D v„ . D V, n] , 

oder auch durch: 

U!5. b) P = D V. . i, D V, (n + Ug)] , 

oder auch durch : 

(35.C) F>^££ [io . tj Dv, .Qj, 

wo w{r) eine willkührliche Function von rvorstellti wäh- 
rend TT, Q die bekannten Ausdrücke*) repräsentlren: 

(35. d) n - 4^ 4^ y^j 0,0, , 

Q « 1300 8| + ö E. 

DaTiei sind unter r, i/», 0„,0|, E dieselben**) Ausdrücke zu 
verstehen, wie im Ampere'acheu Gesetz (pag. 44). 



•) Vergl. pag. 56 und 146. 

••} Nur ist ZD beachten, dass bei jenem Am pere'üchon Geaetz, wenigeteni 
bei seiner Anwendung auf lineare Leiter, Oq, Oi, E die Ckisinus yon Winkels 



/ 
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Die Formel (35. a) ist [unter Rücksicht auf (35. d)J identisch mit 

der ursprünglichen Deiijiition (33.). 

lim den TJfberfTanjr von (35. a) zu (35. b) zu rechtfertigen, bleibt 
Jiaehzuvvuiseu, dass das Integral 



(36.) 



Terschwindety wie beschaffen die Function w tß{r) anch sein mag. 
Nun ist [rergl. (12.c)]: 



folglich : 

(37.) »T- Z2? Dv, Dv^ («„u, ■ 

Setzt mau für den Augenblick = X, ao wird 

-".[f.^"+-)-^&:+-)]- 

Hieraus folgt durch Ausführung der Integration nach*DV() sofort: 

wo jPq, die Ausdrücke (30. c) reprasentiren. Suhstituirt man für X 
seine eigentliche Bedeutung, so erhalt man: 

21 D.,[€.(«.«;4;|)]-2; D«.(^i;;:; n,)+2; Dv„(..;g u.). 

Hieraus folgt durch Ausführung der Operation @| : 

und endlich durch Ausführung der Summation nach Dv, : 

(38.) = Do, Dv, (f. -g- i,) + Dv, Dv, (£. i,) . 

Nun war aber vorausgesetzt worden , dass die elektrischen lStröniun;L^s- 
zustände im Innern der Körper A und B gleichförmig und an 



Bind, welche lediglieh durch die ponderablen Haaien sich bestimmen; hier 
liiogegeii die Cosinus von Winkeln, deren Schenkel reprasentirt sind theils durch 
<lie von Dv, nach Dvq laufende Linie r, theils aber auch durch die in DVg imd 
1>V| augenblicklich vorhandenen elektrischen Strömungarichtungen. 
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ihrei^ OberflSchen tangential sind. Demnach sind^ und .F^ gleich 
Noll, und folglich: 

(39.) W=0] w. Z.Z.W. 

Man erkennt beiläutig aus diesei^ Beweise, dass das Integral W auch 
dann schon Null sein wird, wenn ein gleichförmiger StrömungszLtbtand 
nur in einem der beiden Körper vorhanden ist. 

Endlich findet der Uebergaug von (3b.h) zu (35. o) augenblicklich 
seine Rechtfertigung, sobald man beachtet, dass zwischen den Aus- 
drücken TT und Q eine Belation stattfindet von der Form: 

wie früher gefunden wurde (Note, pag. 146). 



kju,^ cd by Google 



Sechster Absclmitt. 



lieber die gegenseitige elektromotorische Einwirkung zwi- 
schen zwei körperlichen Leitern, welche durchflössen sind 

von elektrischen Strömen. 

Das Elementargesets der elektromotorischen Krftfte, dessen Entwickelang im 
vierten Abschnitt von Stnfe sn Stufe vorgeschritten war, wird endlich durch die 
Betrachtungen des gegenwäi;tigen Abachnittos seine definitive Gestaltung 
(und zugleich einen bemerkenswertben Grad von Einfachheit) erlangen. 



§• 2S. Die elelitr<Mn<)l<)risch(> ^Virkung elily. Trspriiugs eines KSrpers TOB 
beliebiger Ü estalt auf einen linearen Körper. 

Wir sind gezwungen in diesem Fall zu den schdn früher einge- 
führten Hypothesen (pag. 112) eine weitere Hypothese hinzutreten zu 
lassen, welche jenen allerdings in hohem Grade ähnlich ist, dennoch 
aber, falls man strenge verfehren will, einer besondem Nennung be- 
darf. Denken wir uns irgend zwei Körper Ä und B gegeben, von 
beliebiger Gestalt und Grosse, die in irgend welchen Bewegungen be- 
griffen sind, während gleichzeitig im Innern eines jeden irgend welche 
elektrische Vorgänge stattfinden und betrachten wir Ä als den indu- 
cirten, B als den iuducireuden Körper, so lautet jene Hypothese fol- 
gendermassen : 

(1.).... Fünfte Hypothese. Ist Dvj irgend ein Volumele- 
meut des Körpers B, und wird die in Dv, vorhandene elek- 
trische StriHiiung in Componenten zerlegt gedacht nach 
drei aufeinander senkrechten, mit der ponderablen Masse 
von /> starr verbundenen Axen, so soll angenommen wor- 
den, dass die elektromotorische Wirk ung j ener inDv, vor- 
handenen Strömung immer identisch ist mit der elektro- 
motorischen Gesammtwirkung der genannten drei Compo- 
nenten. « 
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Wir beschränken ans yorlanfig auf den speciellen Fall, dass der 
indncirte K5q)er Ä linear (also drahtförmig) ist, und ftthren folgende 

Benennungen ein : 

Ds^^ irgend ein Element den Diabtes -.4; 

I, rj, § drei mit der ponderablen Meiose des Körpers B starr 
ver])undf'ne , aut einander senkrechte Axeu; 

ij die in dem \'ulumeiement Dv, des Körpers B vorhandene 
elektrische »Strömung ; 

üif i\, U'i die rechtwinkligen Gomponenten von t| nach jenen 
Axen I, ly, ^ 

Das Volumeleraent Dv,, bald von d<^r wirklich vorliaiidenen 
Strömung i, , bald von Ui, bald von i\, bald von )0| durcliflnsseii 
gedacht, mag, -diesen verschiedenen Vorstellungen entsprechend, be- 
zeichnet sein respective mit *) 

(2.) *i u, Dv,, i?i Dv,, Dv,. 

Ferner seien : 

(3.) ^,•(/^ ^i\^df, (^„w// 

diejenigen elektromotorischen Kräfte eldj. Us, welche von diesen vier 
Stromelementen (jedes für sich allein genommen) während der Zeit 
dt im Elemente I.).s„, und zwar in der Richtung von D.s„, iiervor» 
gebrat ht werden würden. Zufolge der so eben hingestellten Uypothese 
wird alsdann die Relation stattfinden : « 

(4.) e„« dt « %^ dt + :^„' dt + G,/ dt 

Um zunächst die Kraft iH,,' df näher zu bestimmen, zerlegen wir 
das Volunielenient Dv, in Elemente zwciier Ordnung, und zwar in 
lauter Prismata q^ D^,, parallel zur Achse |; wo q^ den Querschnitt 
und D^i die Länge eines solchen Prismas vorstellen sollen, iliedurch 



*) Die in Dv, wirklich vorhandene Strömung t, wird ottenbar im Allgemei- 
nen während der Zeit dt sowohl ihrer Stärke als ihrer Richtung nach sich 
andern, so dase also unter «i D v, ein Element lu verstehen ist, in welchem die 
StrOmungBst&rke, und ebenio auch die EttrOmungsrichtang irrend dw Zeit 

(U von Augenblick zu Asgenblick wechtelt. Von wesentlich auderm Charakter 
sind die Stromelemcntc U|Dv,, tiDv,, WiDv,; donn die in UiDv, vorhandene 
Strömung u, bleibt (ihrer Definition zufolge) tortdauernd parallel zur Axo ^, also 
I>arallel zu einer mit der ponderablen Masse von Dvj starr verbundeneu Liuie; 
iUinhch verhält es sich mit x>i D V| und )V| D v,. 

Wellte man anf den gpeeiellen Fall rieh beaohrinkea» dass die Richtmig 
von »I mit Besag anf die ponderable Masse von DT| (d. i. mit Besng auf das 
AxensyHtem |, if, "während der Zeit dt constant bleibt, so würde die frShere 
Hypothese [(3.J, pag. 112] ausreichend sein. Im Allgpmeinf^n aber wird eine 
solche Constanz nicht stattfinden; und dann bedarf es der hier angegebenen 
umfassenderen Hypothcbc pag. 169J. » 
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zerfällt alsdann das Ötromelement u, Dv, in die prismatischen Strora- 
elemente D|j. Diese letztern aber unterscheiden sich (weil die 
Strömung U| den geometrischen Axen der Prismata fortdauernd pa- 
rallel ist) in keinerlei Weise von denjenigen Strom elementen Ds,, 
welche wir iriLher bei linearen Leitern zu betrachten Gelegenheit 
gehabt haben. Nur die Bezeichnung ist eine etwas andere; Ui^t ^ 
ao Stelle Yon J^^, und D|j an Stelle von D«, getreten. 

Die Tpn dem prismatischen Stromelement u, 9, D£, während der 
Zeit dt in dem gegebenen Drahtelemente D^n, und zwar in der Rich- 
tung dieses Elementes^ herTorgebraehte elektromotorische Kraft eldj. 
Us kann daher augenblicklich angegeben werden mit Hälfe des firfiher 
(pag. 133) von uns entwickelten Gesetzes, und wird ieilso folgenden 
.Werih haben : 

(5.) Ui Dg, — ' 2 

wo die Charakteristik d die der Zeit dt entsprechenden Veränderungen 
andeutet, und 60 > Q^, Q^, zur Abkürzung stehen ftlr die Aus- 
drucke : 

e„ « cos (r, D«o), 

e^«cos(r, I), 
(0.) (, 

Qe «= fi) Cüs (/•, Ds«) cos (r, + <50S (Ds^, g), 

pf p cos (r, Ds,) cos (r, + 9 cos (D.s„, g). 

Dabei ist unter r die Entfernung zu yerstehen, und die Richtung r 
fortlanfend zu denken Ton g, Dt( nach Dsq, dL i. Ton D?i nach Ds^ 
Summirt man die Kraft (5.) fiber all' jene das Volumen Dtj er- 
fQllenden Prismata D{| , so erhalt man die zu berechnende Kraft di. 
Das Volumen DT| ist aber unendlich klein; und es haben daher Un r, 
Bn, Q^, Q^, P^, ebenso U| + dui, r dr, . . , , fiQr air jene Prismata 
einerlei Werthe. Somit erhält man: 

(7.) «.'Ä - u,(£ a,Dj,) i^-^^p±:- +(dii{) (£ «, D6,) q(, 

oder, weil £ ^, Dg, «Dv, ist: 
(8.) VÄ-u. ^'^-f"Lin + ''foMr^'^ + (rf„,, Dr, Q«. 

Analoge Worlhe ergehen sich offenbar für 3)^' dt und fö^* und 
durch Substitutiun dieser Wertfie in (4.) folgt : 



(9.) e.'(fl=Dv, 
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wo die Bedeutungen von 0«, Q^, P« und ebenso diejenigen von 
07, Qij p»? und Qi, ersichtlich sind aus (6.). 

Um den Ausdruck (9.) einfacher zu gestalten , greifen wir zurück 
zu unsern gewöhnlichen Bezeichnungen: 

E — cos (Dsq, if) , 

(10.) 0, — cos (r, i.) , 

Q = ö 00 e, -f- w E, 

p 0pei + ^ E, 

wo also unter E, 0o, 0, dieselben Cosinus zu yerstehen sind, wie im 
Ampäre'schen Gesetz (pag. 44). Diese Ausdrücke (10.) stehen in 
einfacher Beziehung zu denen in (6.). Denn es folgt z. B. aus (10.): 

0, = cos(r, §) c()s(/, , I) -f- cos fr, }]) co.s(/,, >j) -f- cos(r, g) cüs(i,, (;), 

und hieraus durch Multi])Iic-ation mit i^ : 

»I 6| u, cos (r, 4) + C08 (n n) + »1 0, 
also mit Rficksicht auf (6.) : 

tj 0, == u, 0»' 0'' -f- ÖS *il^t^iisü wird: 
(U.) /, Q = II, 4- i>, Qi + av 

P = Uj p« -j- l>, P'' 4- P^' 

Bedienen wir uns nun der schon früher [{Ji,^h,e,d) auf pag. 158, lö9] 
eingeführten Charakteristiken: , 

(12.) "*i « 

so werden die Grössen 

0^0'', 0^ Q^,Q\Q^, PsP^P^ 
deren Werthe (G.) lediglich bedingt sind durch Lage und Bewegung 
der ponderablen Massen, nur von t abhängen; während andereiseib 
die Grössen 

U|, tt), 

nur Ton T abhängig sind. Somit folgt aus (11.)^ 

d (i, 9,) u, rfe* H ^^, (f + w, 0?; 
(13.) d (*, Q) = u, + t>, rfö"? -j- «), rfjy, 
A (ii Q) = ((/U|) + (rfi>,) Q«» + (rfw,) ö^, 

und ferner: 
(14.) 6r==dr, a0o = (?0«. 

Mit Rücksicht auf (11.), (13.), (14) gewinnt nunmehr die Formel 
(9.) die einfachere Gestalt: 



L kjiu^ cd by Googl 



eiaen kürperlichen und einen linearen Leiter. 



173 



Die vom Stromelcmente /, I)v, während der Zeit dt im 
Drahtelement Ds„, und /war in der Richtung von Ds^ her- 
vorgebruchte elektromotorische Kraft eldy. Us be- 
sitzt also den hier, in (15. ), angegeben rii A\ <'rth, wo 0^, 6| 
und Q, P die in (10.) genannten Bedeutungen haben. 



^. 29. Fort8etzaiig:. t'eher eine gewiss« Erweiterung des von 
F» NenDiann aofgestellten Integralgesetzes. 

Der lineare Leiter A sei in sich zurQcklaufend, ein homogener 

Drahtring; ausserdem mag die Voraussetzung zulässig sein, dass der 
* in dem körperlichen Leiter B vorhandene elektrische ötrömungszustand 
im Innern überall gleichförmig und an der Oberfläche überall 
tangential ist. Beide Körper Ä und £ seien b^priffen in irgend 
welehen Bewegungen; es soll Summe 

(16.) dt . (Cr«' Dso) 

derjenigen elektromotorischen Kräfte eldy. Us berechnet werden ^ welche 
während eines gegebenen Zeitelementes dt vom Korper B im Draht- 
ringe A hervorgebracht werden. Die Summation in (16.) ist also 
hinerstreckt zu denken über alle Elemente Ds« Ton A^ und über alle. 
Volamelemente Dvj von B. 

Sttbstituirt man fflr dt den Werth [15.), so folgt: 

-\-t^ZE (Dso . ij Dv, . Q), 
wo M zur Abkürzung steht für : 

(18.) Jif « D V, . [e, (i, e,) - (t, e,) s ej. 

Um den Ausdruck (17.) weiter zu behandeln, bedienen wir uns früher 
gefundener Sätze. 

Wird fingirter Weise im Ringe A ein gleichförmiger Strom 
von irgend welcher Stärke J,, angenommen, und bezeichnet man, sol- 
clit^s vorausgesetzt, das elektrodynaniiscli»' l'otential zwischen A und B 
mit P, so gilt [vergl. (33.), jiag. 165] die Kelation: 

— $^B^EE (Jo ' «1 • P ^or). 
und selbstyerstöndlich auch die analoge Relation : 

P« 272? (J"oDs„ . ^^ Dv, . P d,r); 
woraus durch Additiim tu Igt : 
(ly.) — d p = (Jq Ds^ . i, D Vi . P ör). 
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Ferner ist alsdaiiü [vergl, (3ö.c), pag. 100] P selber dargestellt durch, 
das Integral : 

(20.) P^££ (Jo Dä« . », Dtj . Q). 

Versteht man unter P* denjenigen speciellen Weri^, welchen das 
Potential P annimmt, wenn jen$ in A fingirte Stromstarke identiscli 
mit Eins gedacht wird, so ergeben sich aus (19.), (20.) die Re- 
lationen : 

(21.) P*^£i: {Ds,.i, Dv, .Q), 

(22.) - SP* = (D.s, . /, Dv, . P dr). 

Durch Anwendung dieser lielationen (21.), (22.) gewinnt die For- 
mel (17.) die einfachere Gestalt: 

(23.) dl . SE (6,' Ds.) = <-P'+*J^+-S-g t + A p* . 

und hiefUr kann gesehrieben werden : 

(24.) dt . ES ((?„• ÜSo) = + i . SS M, 

wo dP* ^ dP* AP* den vollständigen Zuwachs von P* wäh- 
rend der Zeit dt vorsti^llt. 

£s bleibt noch übrig die Untersuchung Ton ££ M, — Nach 
(10.) ist : 

. (25.) eo«cos(r,D5,)«?^, 

(26.) e,-co8(r,f,) 

denn die Richtung r sollte gerechnet Hein von Dv, nach Dsq, und 
andererseits soll s^ die Richtung der augenblicklieh in D\^ vorhandenen 
elektrischen Strömung /, ))ezei(hiien. Sind v,,t^,,j, die Coordinate» 
von Dv, in Bezug auf das mit der pondera))lon Masse von D v, starr 
verbundene Axensystem |, tj, und sind ferner (ebenso wie im vor- 
hergehenden §.) die Compouenten der in Dv, vorhandenen 
elektrisciien Strömung ^^, ebenfalls in Bezug auf jenes Axensystem 
6, (;> so ist 

(vergl. pag. 159). Somit folgt aus (26.) 

(28.) ..e. („, + + n,, ) 

wofür zur Abkürzung (ebenso wie früher, pag. IGJ) geschrieben werden 
mag : 

(29.) », e. ©, (u, ) • 
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Durch {2i).)j {2^K) gewinnt der Ausdruck M (18.) die Gestalt: 

ir-D,Dv..e.J-»|i.(.i.|i),+ 4, 

Hiefur kann geschrieben werden : 

oder, wenn fo dr » l, mithin » ^ gesetzt wird : 

oder was dasselbe ist: 

Hierans folgt durch Integration fiber sammtliche Elemente D«^ des 
gegebenen Ringes A : 

Integrirt mau uocbmalS; und zwar über alle Elcineute D V| des Körpers 
B, und setzt man zugleich zur Abkfirzung » f», so folgt *) : , 

(30.) 22 Jf- -,22 D*a Dv^ ^, (ii, , 
Nun eigiebt sich aber nach bekannter Methode: 



*) Es ist + dt; 80 daas also das neu eingef&hrte ^ sich so 

darstellen läest: 



dl (dr , dr\ 



Nua ist r eiue Function, welclu; in letzter Instanz abliUngt von den hijcIis finan- 
(1er coordinirtea Argumenten tq, ]i'i>^ii}ii ^i; wie solcbes hervorgeht uue dem 
dem gegenwSrtigeii Fall entsprecbenden Schema : 

(ic«. yoi «0) — (»•! «•) 

(«,, y,» sO (rii ijtf au «1) 

Tei^L (8.e), pag. 169. — Folglidi wird jenes neu einfsfährfte |» eine Function 
sein, welche, abgesehen ▼oa dem gegebenen Factor in letsAsr Instanx eben- 

lalls abhängt von jenen sechs coordinirten Argumenten «„) fo. Tu ^1» 3ii *!• — 
Solches za bemerken, dürfte für die weiter folgende üechnuug nicht überüfiBsig 
Bein. 



# 
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(31.) 2; üv. (u, g| +...)- i.' Dv. Pg-rt +...)_ i< Dv. ^ +...), 

i- Do,plu,cos(iV„6)+..)-2; Dy,n{^+...), 

'- + £ D0,^F,+£ Vy,^E„ 
= 0; 

denn die Ausdrücke -Ej,. i^, (ver<Tl. pag. 1G4) vorsf hwinden, weil der 
Strömungszustand im Tunern des Körper» 7> als gleichförmig, und an 
seiner Olx rlläche als tangential vorausgesetzt war. 

Nachdem aber constaiirt, dass das Integral (31.) Null ist, ergiebt 
sich nnn aus (30.) sofort: 

(32.) 2727 Jf—O. 

Somit folgt aus (24.) : 

(3».) dt . 2727 (($0* l>«o) — dP*, 

oder in Worten ausgedrfickt: 

fP)4.) .... Kann der in irgend einem Körper vorhan- 
dene elektrische »Strömungszustand im Innern als la^leich- 
lornnjsj, und an allen Stellen der Oberflüche als tiiugential 
angesehen werden, und bezeichnet P* das elektrodyna- 
mische Potential zwischen B und einem gegebenen Draht- 
ringe A, letzterer durchtlosseu gedacht von einem lingir- 
t e n Strome von der Stärke Eins, so wird, in welchen Be- 
wegungen B und ^'l auch begriffen sein mögen, die Summe 
der von B in A während der Zeit (U hervorgebrachten 
elektromotorisch en Kräfte eldy. I^s immer gleich sein dem 
vollständigen Zuwachs des Potentiales F* während der 
Zeit dt 

Der Körper B kann dabei von beliebig complicirter Gestalt ge- 
' dacht werden, z. B. dargestellt sein durch ein beliebig vielfach ge- 
schlossenes Drahtsystem, in welches eingeschaltet sind irgend welche 
Korper von zwei oder drei Dimensionen. Man bemerkt sofort, dass 
dieser Satz (34.) nichts Anderes ist als eine gewisse Erweiterung des 
von meinem Vater für lineare Leiter aufgestellten Integralgesetzes 
[(33.) pag. 1Ü7J. 

|. SO. Die elektromotorische Wirkung: ehly. Us sweter beliebig 
gestalteter Körper auf einander. 

Es seien gegeben zwei beliebig gestaltete Kdrper A und beide 
begriffen in irgend welchen Bewegungen, während gleichzeitig im In- 
nern eines jeden irgend welche elelctriBche Vorgänge stattfinden. 
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Feiner sei inq irgend ein Ptinct innerhalb A, und Dt, irgend ein 
Volamelement des Korpers B. Ermittelt boU werden diejenige elektro- 
motorische Kraft eldy. Us 

(35.) * E^^ dt 

welche von dem Element D v, wäiirend der Zeit dt hervorgebracht 
wird im Puncte Mq, 

Der Untersuchung mag ein beliebiges rechtwinkliVos Axensystem 
{x, y, z) zu Gruude gelegt sein; es mag nämlich dasselbe; um den 
höchsten Grad der Allgemeinheit zu erreichen, weder absolut fest, 
noch auch starr verbunden mit einem der beiden Körper, sondern 
vielmehr begriffen gedacht werden in irgend welcher eigenen ße- 
wegung. Mit Bezug auf dieses Axensystem ftihren wir folgende Be- 
zeichnungen ein: 

^7 Ooordinaten von fM^; 

^1 Tq ^® Bichtungsoosinns eines von ausgehenden, 
mit der ponderablen Masse yon A starr verbundenen Linien- 
elementes Dsg, dessen Bichtung im Innern dieser ponde- 
rablen Masse willkfihrlich gewählt seii^ darf; 
die Aenderungen dAo, dB^, df«, welche A,,,- B^, fp während 
- der Zeit dt erfiEkhren, werden alsdann (vei^l. pag. 48) dar- 
gestellt sein durch die Formeln: 

(36.) d B„ = A,, ö — r„ (5 , 

^r„ = B„ da,, — A„ öß,^, 

wo da,,, d/3„, diejenigen Drehungen sind, welche der 
Körper A wUhrend der Zeit dt erleidet in Bezug aut die 
drei Axen x, y, e. 
.T, , y^, Zy die Coordinaten von Dv,; 

»I die zur Zeit t (d.i. zu Anfang d«'s ])etrachteten Zeitele- 
mentes dt) in Dv, vorhandene elektrische Strömung; 

ttj, V|, die Componenten von i,, genommen nach den 
Axen Xj t/, Z'^ 

r die Entfernung zwischen und Dv^; * 

A«5»r:3, B — r«^-^ die Bichtangscosinus 

von r; 

X^^ dtj Y,,^ df, Z^"" dt die Componenten der gesuchten Kraft 
rf^,'(3ö.), ebenfalls genommen nach den Axen x,y,e. 
= d 4- A = d„ -f d, -f- A„ -f- A, die Charakteristik für die 
während der Zeit dt stattfindenden Verändeningen , genau 
in demselben Sinne wie früher [vergL (3. a^ b, c^ d) pag. 
158, 159]. 

ll«ttasiiii, 41« elektriielieii Krftfto. H 
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Zunächst eine Bemerkung zur besseren Orieutirung Ober jene 
(/harakteristiken d, A. Die im Elemente Dv, zur Zeit t vorhandene 
elektrische Strömung u^f r, , fcr, erleidet während des folgenden Zeit- 
elementes dt zweierlei Veränderungen, die eine herrührend von den 
Vorgängen im Innern des Körpers B, die andere herrührend von der 
relativen Bewegung dieses Korpers in Bezug auf das zu Grunde ge- 
legte Axensystem (x, r'l Wir werden daher die zur Zeit t'\'dt 
vorliaiidonc Strömung «, -j- rfn,, V, -|- dv^y tP\ + Bequemsten 
dadurch erhalten können, dass wir diese Aenderungen einzeln , eine 
nach der andern , vorsieh gehen lassen; dabei mag, der Anschaulieh* 
keit willen, jene Strömung geometrisch — durch eine von Dt, aus- 
gehende Linie von entsprechender Richtung und Lange — dargestellt 
gedacht werden. 

Die zur Zeit t vorhandene Linie 

wird/' falls man die der Zeit dt entsprechenden inneren Vorgänge des 
Korpers B sich vollziehen lässt, seine relative Bewegung gegen das 
Axensystem {Xy y, z) vorläufig aber sistirt, übergehen in eine gewisse I 
' andere, mit 

w, + Am,, V, -j-Av,, m;, -|- Atf'i 
•zu bezeichnende Linie. Diese letztere Linie aber verwandelt sich, falls \ 
man nun nachträglich jene relative Bewegung des Körpers B eben- I 
falls zur Ausfuhrung bringt, in eine Linie | 

1^1, Vi, y^i, 

deren Componenten bestimmt sind durch die Formeln (vergl. pag. 48) : 
U, = (w, + At/,) + [{my + Aw.) 8ß, _ (i;, + A v,) 
F, = {v, -f A + K^^i + A w,) öy, - {w, + /^w,) da,\, 
= {w, + Aar,) -f + AfO - 0«, + A;/,) 
wo unter ^«j, fV;-, die Drehungen zu verstehen sind, weiche der 
K('»rper B während der Zöit dt erleidet in Bezug auf die Axen ', //;-"• 
IJii'so Formeln lassen sich, mit Fortlassung der unendlich kleinen 
Grössen zweiter Ordnung, so darstellen: 

• Ar, H- (m, dy, — w,da,), 

TTj — » A«4>| 4" (^i Ä «1 — 

Die, linken Seiten der Formeln sind o£Eenbar diejenigen Aenderongen, 
welche tt,, f,, iv^ wahrend der Zeit dt in Wirklichkeit erfahren, 
also zu bezeichnen mit dv^^ dwy Somit erhalten wir: 

<i w, = A ?«, -f- d w, , 8 Uy = Wydßy ~ öy^, j 

(37.) V, = A -|- d 1', , = w, dy, — yr, d «, , 

dw^ = Ae<;, -j- (J /</,, ö it\ = d «j — ö/i,, 
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WO Am,, AV|, Aw, diejenigen Theile der Zuwüchse du^, t/r,, dtv^ 
vorstellen, welche veranlasst sind darch die Strömungsäuderungen im 
Innern des Körpers Ii, und d?/,, dv, , dtv^ diejenigen andern Theile 
jener Zuwüchse bezeichnen, welche herrühren von der relativen Be- 
wegung dos K(*)rpers U in Bezug auf das zu Grunde gelegte Axen- 
8}'st«m {Xj y, z). 

Wir gehen über zur eigentlichen Aufgabe. Die Compouente 

A„ X.,' iJt + B„ F„' dt + To Z«' dt 

der gesuchten Kraft J^^' (^O» genommen nach der liich- 
tung des mit B Terbundenen Linienelementes Ds^, kaziu un- 
mittelbar angegeben werden auf Grund früherer Untersuchungen [(15.), 
pag. 173] ; man erhält : 

(38.) (A,X,'-hB„iV-hr„i;„')^^ = Dv, (^£L?^AP^^.A(e,Q^ 

WO 9o, 6, und P, mit Rficksicht auf die gegenwärtigen Bezeich- 
nungen ; sich darstellen lassen durch: 

eo-AAoH-BB,+fro, 
/, 0, = AWf + Bv, -|- r , 

,-,Q =0, (AA,-fBB,-hrr,) (AH, + Bi',+ rM^,) 4- S(A„t(,-}-B„i;,+ V,,w,), 
i,? = Q (AAo-i- BBo+rr„) (Awj+Bvi-i-rw,) + (Aot*,+ BoV,+ r„M;,). 

Demgemass sind i^Q, i, P, 6„ homogene lineare Functionen von 
A|), Bq, Tq. Als solche mögen sie bezeichnet werden mit: 

i,Q = A„Q'+BoQ"+'ruQ"', ' 
(4U.) ?-,P = A„P-fBoP" + r„P'"; 

eu = AoA -i-B^B +r,r. 

Hieraus folgt: 

(41.) A (», Q) - A„ AQ' + BoAÖ" + foAÖ"', 

(42.) ö (i, Q) = {\dQ' + B^ÖGr+ To tfO") 

+ (ö'aAo + «rdBo + Q"'aro). 

Bedienen wir uns nun der Gleichungen (36.):» 

iJB„ = Ao dy„ — To ^«0, 
dfo — B»d«o — A«^A, 

80 nimmt die Formel (42.) folgende Gestalt an: 
(43.) d(»iÖ) - Ao (dQ'+Ö"dyo-Ö''*A) + ^ («Q'+Ö' K-Ö'^^y«) 

12* 
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In analoger Weise wird offenbar : 

(44.) d0„ = A« (dA + B dy. - r -f- B., (ÖB + T d«« - Ady,) 

+ r,. (dr4- Ad/i„^Bc)fO. * 

Substituirt man in (iW.) die VV«n-tlie (40.), (41.) und (4:^.), (44.) 
so entsteht fiiu' P^ormel, in welcher die rechte Seite, ebenso wie die 
linke, eine humogene lineare Function von A,,, B„, r,j ist, wälirend 
die in A„, B,,, f,, multiplicirten (Axdlicienten von A,,, B,j, f,, unab- 
hängig sind. Denn man erkennt sofort, dass die genannten Coetti- 
cienten vollkommen dieselben auch dann sein würden, wenn man 
(ohne in den gegebenen Bewegungen und inneren Vorgängen das Min- 
deste zu ändern) an Stelle der zu Anfang im Innern der ponderablen 
Masse von Ä willkiihrlich gewählten Richtung A,,, B„, Pq iigend 
welche andere Richtung A^', Bq, Fq, gewählt hätte. Folglich müssen 
in jener Formel die genannten Coefficienten einzeln einander gleich 
sein. In solcher Weise ergeben sich drei Relationen, von denen die 
eiste so lautet: 

(45.) X,^ ät = D V, ^^'+i^"öy,-^^-"öß..)-P^^ ^ ^ß,) 

, ^ [A d (t, 0.) - ^\ 0. {8^ -(- B dy« - r J^)] . 

während die beiden andern analoi^«' Werthe liefern fQr ^1,^ dtj Z^' dt. 
Die Bedeutungen, welche /,0,, Q.\ Ö", Ö", P', P", P" hier besitten, 
sind [nach (39.), (40.)] folgende : 

f|6, « AU| + Bv, + Tw,, 

Q' ioA(A«(i + <^ P* ™ pA(Ai*, +•••) + i? «,; 
(46.) _^B(A„^ _!_...) ^ ;i P' =^B(A?<, 

Ö"' « fi,r (At*, +•••) + » «'i; P"' 4» A (Awi 4- • • •) + Ip »"o 

wo (A?<iH ) flberall zur Abkfirzuug steht für (Aw, +6^1 1 T'«,). — 

Somit gelangen wir sn folgendem Resultat. 

Sind A und Ii irgend zwei in R<'weo'ung begriffene 
Kl")rper, ferner irgend ein Punct von A, und Dv, irgend 
ein Volumelement von und sollen in Hezug auf ein eben- 
falls in beliebiger Bewegung begriffenes rechtwinkliges 
Axeusystem (a", z) die Co m ponenten 

Xo' dt, (it, 

derjenigen elektromotorischen Kraft eldy. Us angegeben 
werden, weiche Dv^ während der Zeit in hervorbringt» 
so bilde man zunächst die Richtungscosinus : 

(47.a) A = ^^!^, B=p''«~y', r = ^'~^-i, 



r 
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^0 ^0) Vii} ^0 Coordinaten toh ferner y,, die- 
jenigen von DT|| und r die Entfernung zwischen und 
Dv, Torfltellen; sodann bilde man mit Bezug auf die in Dv, 
Yorhandenen Stromungscomponenten u^j die Au.s- 

drücke: 

(47 b) Ö — aAjiH-Su„ P' « Aj, + , 

Q'" — » r j, + p"'= p r j, -f Q iv^', 

die Werthe jener gesachten Gomponent'en sind alsdann 
folgende: 

wo d'/J„, dy„ die Dreliungeii dt^s ]\i)rpers -4 wälirend der 
Zeit dt bezeichnen re.sj>ective um die Axeu x, y, z. 

Diese Formeln (47. c) vereinfachen sich, sobald man für das Co- 
ordinatensystem (a;, z) ein solches nimmt, welches mit der ponde- 
rablen Masse des Körpers A starr verbunden ist (also Theil nimmt an 
der etwaigen Bewegung von Ä) ; denn alsdann verschwinden die Grös- 
sen d«0' ^ß^'- ^Yq- — Noch bedeutender wird die Vereinfanhiing^ 
wenn gleichzeitig das za betrachtende Element DY| nicht einem an- 
dern Körper B, sondern vielmehr eben demselben Körper A an- 
gehört; denn alsdann verschwinden die mit d bezeichneten Incremente 
sämmtlich; so dass also z. B. die erste jener Formeln (47. c) als- 
dann sich reducirt auf: 

Nun ist nach (47. b): 

— (0 A (Att| -f- B V"|- ^tfi) + w,, 

mithin 

Afi' » o A (A At»| + B Avj -f T AW|) + ö' Atfji 
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im Yorliegenden speciellen Falle ist aber dit, = mithin du^ ^Lu^, 
ebenso dvx^^i\y dw^ = ^to^\ so class man also aucb schieiben 
kann: 

AQ' = © A (A <?u, -f- B + r dw^ -|- w (^i^^, 
oder mit Kücksicht auf (47. a): 

r r T 1- 

Somit gelangt man zu folgendem specielleren Satz: 

Ist flUo, mit den Goordinaten ^r^, y^^f z^^ ein Punct inner- 
halb eines gegebenien ponderablen Körpers ieiVL^t Dti, 
mit den Goordinaten rr, , y^y z^^ irgend ein Yolumelement 
von Aj ferner r die gegenseitige Entfernung zwischen m„ 
uiidDvj, und sind endlich u^,Vyjto^ die Componenten der in 
Dvj zur Zeit t vorhandenen elektrischen Strömung, so 
werden die Componenten X,/ dt, Y,/ dt, dt derjenigen 
el oktrom otori scheu Jv r a tt ol dy. U .s, welche l)v, während der 
Zeit dt im Puncte hervorbringt, die Werthe huheii: 

(48.) ro'<»- Dv^ (o (^o-^i)^^i + iy.-yx)dv, + {H-^,)dw, ^ n 

Dabei ist vorausgesetzt, dass das zu Grunde gelegte Co- 
ordinatensystcm (r, i/, z) in starrer Verbindung steht mit 
der ponderablen Masse des gegebenen Körpers *). 



•) Die hier auftretenden Functionen m ^ mir) und m = "(r) sind, wie frfihev 
(pag. 148) gefunden war, mit einander verknüptt durch die Kelation 

Für den Fall eines beträchtlichen r ist ^ » die Oestalt dieser Relation 
aUo folgende : 

/„ \ I 

(«.) m H = r ^ • 

r dr 

Macht man nun die nicht unwahracheinlidte Annahme » dass für dun Fall 
eines beträchtlichen r die Functionen «», « von dar Pom und 

r r, 

wo C/, H. Constante sein sollen, so geht jene Kelation über in: 
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§• Sl* Ueboreinstimmung der ffir beliebig gestaltete Körper entwIckelteM 
Gesetie mit dem Allgemeinea jLxiom der lebendigen Kraftt 

Es sei gegeben ein System yon beliebig vielen E5fpem Aj B, 

Cf Dj . . die in irgend welchen Bewegungen begriffen sind, während 
gleichzeitig im Innern eines jeden irgend welche elektrische Voi^änge 
stattfinden. Ob das System lediglich seinen innern Kräften überlassen 
ist, oder ob gleichzeitig noch irgend welche äussere Kräfte auf das- 
selbe einwirken, mag dahingestellt bleiben. — Wir stellen uuü die 
Aufgabe, diejt.'iiige C^uantitüt von lebendiger Kraft und Wärme 

(ÖO.) dT-^dQ « ißT)^ V + (dT-^dQ)ü^xf. + idT+dQ)^.ij, 

zu berechnen, welche während eines gegebenen Zeitelementes dt ia 
dem ganzen Systeme entsteht durch die Wirkung der inneren 
Kräfte. 

Zunächst mögen die Bezeichnungen des vorhergehenden §, 

in folgender Weise vervollständigt werden: 

Dvq ein Volumelement von A\ 

^o; %, ^0 Coordinaten von Dy« zor Zeit t (d. i. zu Anfang 

des gegebenen Zeitelementes dt)] 
Uq,Vq,Wq die Componenten der zur Zeit ^ in Dtq vorhandenen 

elektrischen Strdmnng «q; 
Dv| ein Yolmnelement von 
x^, XF| die Coordinaten von Dv| zur Zeit ^; 
Ui, V|, die Componenten der zur Zeit t in Dv^ vorhan- 

denen elektrischen Strömung; 



oder 

Hieraus folgt : 

wo k eine noch unbekannte Constaute vorstellt. Endlich folgt aus iß.) und (£.): 

1—k u F i-fifc 
(fr) m--^— , — . 

Durch Substitution diesLr Wui tliu (^.) würden die Gleichungen (48.) in diejenigen 
»ich verwandeln, von denen lielmhoitz bei seinen letzten Untersuchungen aus- 
gegangen ist (vergl. Borchardt's Jonmal, Bd. 72, pag. 76). Wenn indessen 
Helmholts der Ansicht ist, die hier hineiiigetretene Constante h mflsse Null 
oder positiv sein; so wird sich im weiteren Yerlaofe unserer Untersuchungen 
duä Gegentheil beraiUBtellen, nämlich nachgewiesen werden, dass dieFunction 

m identisch mit Null, nnddais also [naoh(&)] die Constante k identisch 
mit ( — 1} sein mnss. 
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r die Entfernung zwischen Dy, und Dtj zur Zeit i\ 

Ay B, r die Richtongscosinns der Linie r, dieselbe gerechnet 

von Dtj nach Dt« hin; 
60, 6| und E dieselben Cosinns wie im Ampere'echoi Ge- 

setz (pag. 44). 

Ausserdem mag angenommen werden , dass das 7ai Grunde gelegte 
Coonlinatensystem (:r, z) kein völlig beliebiges ist, sondern in 
starrer Verbindung steht mit der ponderablen Masse des 
Körpers A. Sulohes vorausgesetzt, nehnum die Componenteri XqUU, 
y,,^ (If , Z,/ dt (47. c) derjenigen elektrumutorisclien Kraft eldy. Us, 
welche das Element Dv, während der Zeit dt hervorbringt in irgend 
emem Puncte von D.v^,, die einfachere Gestalt an : 

Um diese Formeln weiter behandeln zu können, bilden wir zu- 
nächst die beiden Ausdrficke Q, P, bezogen auf die Linie r und 
die beiden Bichtungen /, : 

p-<^eoe, + 5E, 

Hieraus folgt sofort: . 

/„/,Q»= w(A^*o-(JB^'o^-^/^^) (AM,+ Br,+ n«?,) -f- il KU|+üo^i+«<'o«'i)» 
Vi p(A«o+Bt;o+rwa) (Ai«iH-Bi;,+rw,) + ^ (i*»t*, +»0^1+ 
oder mit Rücksicht auf (47. b): 

(53. a) i, Q = u„ Q' + Q" + w, Ö'", 

(Ö3.b) . V,P-t*«P'-f t^uP'-hw'oP"'. 

Femer ergiebt sich, ebenfalls mit Rücksicht auf (47. b): 

^) *o ©0 = A + r„ B -f rt'o r, 

(53. d) «\8i Ui A -f v, B 4- f<;j r -« Jj. 

Die Incremente d«o, Jt^g, diö^ lassen sich im Allgemeinen aus- 
drücken durch die Formeln [vergl. (37.)]: 

et€. etc., 

wo da^, d/Jj, dy„ die wälirend der Zeit dt erfolgenden Drehungen 
des Körpers Ä repräsentiren in Bezug auf die zu Grunde gelegten Co- 
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ordinatenaxen // , r. Bei der gegenwärtigen Betrachtung sind aber diese 
Axen mit jenem Körper A starr verbunden, folglich dao«dÄ=tfyo=^^ 
und folglich auch Suq = $Vq = Sw^^O, Demgemilss ergiebt sich 
aus (53. a) und (53. c) durch Auaführung der Operation 6: 

(63.e) a(io»,Q) — iioaQ'+f»j*Q"+Wo*jr, 

(68.f) d (/o0ü) = M„ ^ A -I- dB 4- Wo *r. 

Unterwirft man ferner die Formel (53. a) der Operation Aj, so 
folgt: 

A, (io Q) — Mo Ai Q' + »0 A, ö" 4- Wo Q'"* 
wofür auch geschrieben werden kann: 

(53.Ö A,(M,Q)-fi„AÖ-|-t^oAÖ"+WoAJr; 
denn die Ansdrileke Q\ Q", Q'" (47. b) sind unabhängig yon UQ,v^i, iCq, 
80 dass also B. Aq Q'= 0, mithin AQ'» A,Q' ist 

Moltiplicirt man nun die Formeln (52.) mit Dv„, Ov,,, 
Wo Dvfl, und addirt, so erhält mau mit Rücksicht auf (53. a, b, c, d, e, g) 
sofort : 

Die linke Seite dieser Formel reprasentirt aber offenbar [vergL 
pag. 14] diejenige Quantität Wärme 

welche das Eleiiieut l)v, vermöge seiner (dektromo torischen Kräfte 
eldv. Us während der Zeit dt hervorruft im Elemente Dv„. Ein mit 
(54.) analoger Werth ergiebt sich für diejenige Wärmemenge 

welche umgekehrt Dvq in Dv, hervorruft. Werden die Formeln für 
diese beiden Wärmemengen, nämlich (54.) selber und jene analoge 
Formel, addirt, so erhalt man sofort: 

(55.) (./g,' + ^'?,%dy.UB=-Dv„üv, [d{i,i,Q) - iJ,Pdr-^A(MQ)]', 

denn es ist zu beachten, dass A„ -|- A, = A ist. Beachtet mai], dass 
d A = d ist, so gewinnt die Formel (55.) die einfacliere Gestalt: 

(56.) (d«o* + «i«i"W ü. - D?p Dy^ [d(i^^ Ö) - i«», P dr]. 

Bezeiclmet femer 

diejenige Quantität lebendiger Kraft, welche f)v, vermöge seiner pön- 
aler o motorischen Kräfte eldy. Ua während der Zeit dt inDv^ hervor- 
bringt, so ist : 



Digitized by Google 



186 clektromotoriachea Kräfte eldjr. Ursprungs für 

wo A*, die aus dem Ampi're 'sehen (Jesetzo resuliireiidt' Kraft, den 
Werth hat = D Vo I) v, *y <i P [vergl. (8.), pag. 160]. Somit folgt: 

und in ähnlicher Weise : 

and hieraus durch Addition: 

(Ö7.) {fIT,' 4- (fT^*%uiy. ÜB == D v„ D V, i, P dr. 

Endlich folgt durch Addition von (56.), (57.) : 

(58.) (dT,' + dT,^ + dOo» + ''e.^Wü. = Dvo Dy; . (Ht,ö), 

-(l(DVttDv,io»!fi)- 

Denkt man sich diese Formel (58.) der Reihe nach hingestellt für jed- 
wedes ElemeiiteupcUir Dv„, l)v, des gegebenen Systemes ^1, 
(sowohl für solche l)v„,Dv,, \viilclie verscliitHleaeu Körpern, ak auch 
für solche, die deni.selben Körper ungeh()ren), so gelangt man durch 
Addition all' dieser Formeln zu folgendem liesultat *) : 

(59.) {dT + dQ)a^, m^d[i ££ (Dv« Dv, i, Q)], 

wo die linke Seite' den letzten Thefl der in (50.) genannten QuantiiSt 
Torstellt. 

Was die beiden eisten Theile jener Quantität (50.) betrifft, so ist 
nach früheren Untersuchungen [vergl. pag. 24 und pag. 32J: 

(60.) ^ (</r)ord.u« - - 

wo 0 das ordinäre, U das elektrostatische Potential des System« 
A, B, C, D, . , . auf sich selber bezeichnei 

Durch Substitution der Werthe (59.), (60.), (61.) in (50.) folgt 
schliesslich : 

(62.) (IT -j- (/Q= - (l[0 -\- U — ^ ZU (üv., Dv, /, Q)] 

Das Postulat des gegebenen Systemes Äj Bf C, B, . . . oder 
(genauer ausgedrückt) die durch das allgemeine Axium 
der lebendigen Kraft mit Bezug auf dieses System postu- 
lirte Function ^ besitzt also den Werth: 

(63.) 3F«0+0'-i-Z?-2^(DvoDv, io». Ö), 

ein Ergebniss, welches völlig in Einklang sich befindet 
mit unseren früheren Untersuchungen (vergl. pag. 131 uud 
147). 



*) Yergl. die Note pag. 23. 
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!• S8. DeflnltlTe flestettangr des den elektromotorlfelien Mften 
eldy. Ug snnueluretbenden EleHentargesetseg. 

Die im Innern eines i)onderablen Körjjers an ir<^en(l einer Stelle 
vorhandene elektrische Strömung kann ihre Kichtung in zwiefiicher 
Weise ändern, entweder für sich allein, oder mitsammt des Körpers. 
Tst z. B. der Körper durch zwei Drähte verbunden mit den Polen 
einer Galvanischen Batterie, so wird ersteres eintreten, wenn wir 
den Körper in eine feste Aufstellung versetzen, mid die Einmündungs- 
stellen jener Drähte längs seiner Obertläche verschieben, hingegen 
letzteres eintreten, wenn wir jene Drähte an ihren Einmündungs- 
stellen mit dem Körper starr verbinden (zusannnenlöthen), sodauu 
aber den Körper selbst in irgend welche Drehung versetzen. 

Es erscheint im höchsten Grade wahrscheinlich, dass die yon einbr 
elektrischen Strömung vermöge ihrer Kichtungsaiideraxig hervorgerafene 
elektromotorische Kraft lediglich abhängt von der relativen Be- 
schaffenheit dieser Richtungsandening in Bezug anf den inducirten - 
Körper, einerlei ob der ponderable Träger der Strömung an dieser 
BiehtongsaiiderungTheil nimmt oder nicht, daas also z. B. jene elektro- 
motorische Kraft immer Null ist, sohald die relative Beschaffenheit 
der elektrischen Strömung in Bezug auf den inducirten Körper 
während der betrachteten Zeit keine Aenderung erleidet. — Um diese 
Hypothese möglichst pracise auszusprechen, geben wir ihr folgende 
Fassung. 

.(l.) **- SeehBte Hypothese. Bezeichnet DT| ein unend- 
lich kleines genau kugelförmiges Volumelement eines 
Körpers Bj in welchem beliebige elektrische Vorgänge 
stattfinden, und steht der Mittelpunct von Dv, in starrer 
Verbindung mit einem gegebenen Körper .1, während B 
selber um diesen Mittelpunct in irgend welcher Drehung 
begriffen ist, so soll angenommen werden, dass die von 
Dvj in irgend einem Puncte von A hervorgebrachte elektro- 
motorische Kraft eldy. Us immer Null ist, sobald die in Dv, 
vorhandene elektrische Strinnung, beurtheilt mit Bezug auf 
A, ihrer iiichtung und »Stärke nach oonstant bleil)t. 

Der K<)rj)er .1 und das rechtwinklige Axensystem {x, y, z) mögen 
in absolut unbeweglicher Aufstellung gedacht werden; ebenso 
die Galvanische Batterie 6r, und die von ihren Polen nach dem Körper 
B hinlaufenden beiden Drähte (Fig. 10); ebenso endlich die zur ^i-Axe 
parallele Axe ^v^ um welche der Körper B in Rotation begriffen ist. 

Dieser Körper B sei ein homogener Metallcylinder, dessen geo- 
metrische Axe mit seiner Botationsaxe fiv zusammenfallt Während 
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der Rotation werden die Einmfindangsstellen jener beiden (absojut 
unbeweglich gedachten) Drähte dahinschleifen auf der OberflSche 
Yon B, — Endlich sei DY| ein unendlich kleines, genau kugelför- 
miges Volumelenient von B, dessen Mittelpunct mj in der Axe ftv 

liegt. 

Pi«. 10. 

X 



1 






r 1 

B 








X 



-Die Stärke der I^attcri«* constant TorauiE^esetzt| und die Botations- 
geschwindigkeit des Cylinders B ebenfalls als constant Torausgesetet, 
muss nach einiger Zeit im Innern des Gjlinders B ein elektrischer 
Strömungszustand sich etabliren, dessen Beschaffenheit (mit Bezug auf 
B fortwährend sich ändernd) constant bleibt mit Bezug auf den absoluten 
Baum, oder, (was dasselbe ist) mit Bezug auf ^. Sind also Ui,Vi, Wi 
die Oomponenten der in «i| oder Dv^ Torhandenen elektrischen StrS- 
mungy bezogen auf die ab9olut unbeweglichen Axen x^y^ti^ so weiüen 
nach Eintritt des genannten Zustandes, die Zuwüchse du^, dv^j dw^ 
fortdauernd Null sein*). 

Zufolge unserer Hypothese (1.) iiuiss daher während dieses Zu- 
sttindes die von Dv, in irgend einem Puucte des Körpers A her- 
vorgebrachte elektromoturibche Kraft eldy. Us ebenfalls fortdauernd 
Null sein. 



•") Tst z. I>. in irgend ciiuMn Augenblick dos in Kcdc stellenden Ziistandes die 
in Dv, vorhiindenü elektrlüche Strömung r, , u,| parallel mit einer der drei 
Azen x,y,Zf9» wird sie wlhrend jea&B Znstandes mit dieser Aie fortdauernd 
parallel bleiben. 
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Im Allgemeinen lassen sich jene Zuwüchse rfUj, äv^j du\ 
(vergl. pag. 17«Sj darstellen durch die Formeln: 

dt\ = Av, + ^^'i, Sr^ = dj', — w^da^y 

dw^ = Aiü, -|- öw^ — r, da, — '^i^^v 

In dem hier betrachteten speciellen Falle ergeben dch daher, 
weil du^^^ dv^ = dii\ = und die Botationsaxe f»y parallel der 
ier-Axe ist, folgende Gleichungen: 

, (2.) 0 — » Avi 4- ^^\f ^ + '^'j 

0 ar= A W, + IPi , — 0, 

WO die Rotationsgesehwindigkeit des Cylinders B bezeichnet. 

Bezeichnet man nun die vom Elemente I)v, während der Zeit 
dt in irgend einem Pimcte )n^^ des Körpers A hervorgebrachte elektro- 
motorische Kraft eldy. Ljs mit 

(3.) X^'dt, Y^'dt, Z^'dt, 

80 ist, zufolge früherer Ergebnisse (pag. 181): 

(4.) J£,.rfi = i,v,(^ + Aß' + ^^); 

denn es ist zu beachten, dass im vorliegenden Falle nicht nur dor„, 
dj5„, dy^y sondern auch dr, dA, dB, df silmratlich verschwinden, 
weil die Linie r, die Verl)indungsliuie von wj„ und dem Mittelpunct 
m, des Volumens Dv,, ihrer Länge und iiichtung nach unveränder- 
lich ist. lu der Formel (4.) haben und Q die Bedeutungen ^vergl. 
pag. 181): 

(5.) ii « A«, + B«, + rw, 

Hieraus toigt, wiederum mit Rücksicht darauf, dass r, A, B, f unver- 
änderlich gegeben sind: 

dj, = A^«, -|- Bd«, + rdw,, 

(0.) dir-^oACAd«, +Bdf7, +rdw,) + ädM,, 

AQ' = a)A (AAM| -f- BAv, + PA?/;,) + oi An, . 

Darch Substitution dieser Werthe (6.) in die Formel (4.) folgt: 

II 

(7.) X^^dt^\)Y, \ ^ u 

w A (A Att, 4- BAvj 4" ^ Ai<;,) + » AW| 

Beachtet man nun, dass im hier betrachteten Fall [nach (2.)] 
^«1 <— — dn, , Att =a ~ dV|, A«^, = — dt9| ist, so ergiebt sich: 
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n 

(8.) X^^dt'^iy A (A dt*, + B a», + w,) — I dt*,) * 

odiM- w eil [obent'alls nach (2.)] d«, = ^ v, </, t/^, dv, » m, y, di, 
tff«7j = 0 ist: 

(9.) -Xo» c/^ « Dv, (-"^ A (ßu, - kv,) + 1 1;,) i/, dt. 

Zufolge der vorhin angestellten Ueberlegungen muss aber die 
Knill X,>' dt, y,,' f//, <lt verschwinden für jeden beliebigen 
PiMK t des Körpers A, <1. h. für beliebige Werthe von /^A, B, f. 
8oniit folgt uns (9.), diuss 

(10.) <r»o» und 0 8bO 

sein muss. 

Die Yon uns eingeführte Hypothese (1.) bringt also mit 

sich, dass die Functionen tfa=(r(r), o « o(r), S = ©(r) die 
durch (10.) ausgedrückte Beschaffenheit besitzen. In jeden- 
falls nicht minder zuverlässiger Weise ist früher bereits (pag. 145) ge- 
funden, dass zwischen a '= fa{r) und ci> = ©(r) die Eelation stattr • 
' findet : 

Aus (10.) und (11.) aber ergiebt sich sofort: 

(12.) — „. — S-O. 

Höchst überraschender Weise sind wir hiermit*) zu 
genau demselben Werthe der Function gelangt, zu wel- 
chem eine frilhere, von völlig andern Gesichtspuncten 
ausgehende Betrachtung bereits hindrängte. Denn der in 
(12.) fQr 0 gefundene Werth stimmt vollsföndig überein mit dem- . 
jenigen y der dieser Function a zuertheilt werden musste, um das für 
die elektromotorischen Kräfte eldy. Us entwickelte Elementaigesetz 
auch fQr solche Ströme, die mit Gleitstellen behaftet sind, in Ein- 
klang zu bringen mit dem yon meinem Vater aufstellten Integral- 
gesetz (vergl. pag. 155). 

Diese Uebereinstimmnng aber dürfte, weil jenes Ihtegralgesete 
auch fQr den Fall von Gleitstellen experimentell geprüft und bestätigt 



*) Durch (12.) ist sogleich der früher (Note, pag. 188) in Ansricht geatdlte 

NachweiB dafOr geliefert, dasB S identisch mit Nnll, folglich die Helm- 
holts*8che Gonstante k identisch mit — 1 sein muM. 



# 



Digitized by Google 



kSrpttliche Ijeiter. — Definitive Form des £lemeiitiugefletasefl. 191 



worden ist, als ein gewichtiges Indiciuin auzusehen sein für die Zu- 
verlässigkeit der von uns angestellten Ketrachtungen. 

Uni srimnitliche Fnncfionen von r, mit denen wir es zu thun 
Ijaben, zusammenzustelleu, sind zu (12.) noch hinzuzufügen die i^'ormelu 
(pag. 44) : 

Yermittolst (12.) und (13.) k5imeii aSmmiliehe Functioneii tSy g 
ansgedrfickt werden durch Bequemer aber wird es offenbar sein, 
die Function 

(14) «— 4^'(;;r)' 

in den Vordergrund zu bringen, und durch diese die übrigen aus- 
zndrOcken. Man erhält alsdann : 

Cd 0 , 

(15.) p«-~4-— . 

P — H 

Durch Substitution dieser Werthe in das für die elektromoto- 
rischen Kräfte entwickelte Elementargesetz, gewinnt jenes Gesetz 
(pag. 180) folgende einfachere Gestalt : 

„Sind A und B irgend swei in Bewegung begriffene Körper, femer 
»<i>o irgend ein Punct Ton Ä, und Dtj irgend ein Yolumelement von 
JB, und sollen in Bezug auf ein ebenfalls in beliebiger Bewegung be- 
,,griffenes Axensystem (x, y, ß) die Gomponenten 

X^'dt, l\'dt, Z^^dt 

„derjenigen elektromotorischen Kraft eldy^ üs angegeben werden, 
„welche Dt, während der Zeit dt m hervorbringt, so bilde man 
„zunächst die Richtungscosinus 

(16.a) A=-"~^', B«»i:=^, V^^-^, 

„wo Xff, y^^j Zq die Coordinaten von femer x^, y^, diejenigen 
„von m^j und r die Entfernung zwischen und'Dv( vorstellen;'' 
„sodann bilde man mit Bezug auf die in Dt, Torhandenen Str5- 

„Diuugscomponenten m, , v^, iv^ die Ausdrücke: 
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ii — Au, + Bc, + r«',, 
tt -mAj„ P' - '^-^ (u, - Aj,) + Aj, , 

jr- «ri, , p"-- ^ («. - ri,) + r j, 

,,Yon jenen gesuchten Componenten wird i^laHAnn erste fol- 
„genden Werth besitzen: 

,,wo ^«0, c)/^,,, <)>o die Drehungen des Körpers A vdOirend der Zeit 
„rf^ bezeichnen respective um die Axen a;, ;ef." 

Beachtet man nun aber die aus (1(5. b) ents[)ringenden lielationeu: 

Q" du - Ö " «> A - «ji »y. - r */».), 

so reducirt sich die Formel (16,c) auf: 



6) 

oder (waä dasselbe) auf : 



■X.' </< = Dv, ^ d (Aj,) -"(»,- Aj.) dr + öA^^j.) 

+ i>v.^(Ad>, -jidA), 

X.« rf« - Dy, [« A W, + 4;,) + " ^"'^ • 

Hiefiir aber kann, weil öjy -\- A^'i </^\ und dr *^ dr ist, auch ge- 
schrieben werden: 

oder auch : 

X,.«_Dv,[aÜ^)-«.«'^'], 
oder mit Bficksicht auf (16. a) : 
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Hier kann J, bezeichnet werden aU die Componente der in Dy| vor- 
handenen elektrischen Strömung Uy, v^, tr, , genommen nacli r; denn 
es ist nach (16.a,b) : 

Diese Formeln (17.a|b) repräsentiren das Elementar- 
gcsetz der elektromotorischen Kräfte elektrodynamischen 
Ursprungs in seiner definlttTen Gestaltang, und zwar für den 
allgemeinsten Fall^ dass beide Körper, der inducirende 
wie der inducirte, von beliebiger Gestalt und Grösse sind. 
Dabei ist Ton Neuem zu bemerken, dass das den Formeln zn Grunde 
gelegte rechtwinklige Azensystem {x, y,z), ebenso wie in (^lG.a,b,c), 
weder absolut fest, noch auch starr yerbunden zu sein braucht mit 
einem der beiden Körper, sondern vielmehr begriflFen gedacht werden 
kann in irgend welcher eigenen Bewegung. Üiese definitiven For- 
meln (I7.a,b) zeicliiitn sich gegenüber den frühem Formeln (IG. a, 1), c) 
in vortheilhafter Weise dadurch aus, dass sie nur mit den wirklichen 
oder totalen Aenderungen d, nicht aber mit den partiellen Aende- 
rungen A behaftet sind. Versuchen wir das in diesen Formeln 
(17.a,b) enthaltene Resultat möglichst einfach und übcrsichtlicli dar- 
zulegen, so werden wir uns etwa in folgender Weise auszudrücken 
haben : 

Das Elementargesetz für die elektromotorisclieii Kräfte elektrody- 
namischen Ursprungs*). Sind zwei Körper. 4 und j5 in beliebi- 
gen Bewegungen begriffen, während gleichzeitig im Innern 
eines jeden irgend welche elektrische Vorgänge stattfin- 
den, und bezeichnet m,, eiiuni l*unct des Körpers A, ferner 
D V, ei n Vo 1 u ni <■ 1 e ni ent von 7> , so wird dievonDv, inil^uncte 
während derzeit dt hervorgebrachte elektromotorische 



•) In «uf^enihr derselben Fonn habe ich dos Gesetz bereits ara .3. Augast 1872 
d«!r Kgl. Sächö, (JcHollscliiift der WisHenschufteii niitgcthoüt. V(!r<(l. die lu'tref- 
leiiden liericlite, puf^. 21, "22; iurner auch eine Notiz in den MiUliematischen An- 
naleii, Bd. V, pag. 619. — Für den Fall beträchtlicher EntfL'rmiii;jf wird 

• — 80 daas also in diesem Fall die Kräfte (18. a^bj die Werthe an- 
nehmen 

Diese Formeln aber sind es, welche ich der Kgl. Ges. d. Wissenscfa. damals mit- 
theilte. Absichtlich hatte ich mich uHmlich damals, um einen vorlilnfigen Uchor- 
Llick meiner Untersuchungen möglichst 2U erleichtern, beschränkt auf den Fall 

einer lit trüchtliclien KntlVrniiug. 

Meomann, die elektrischen Kräfte. ]3 
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Kraft eldy. Us im Allgemeinen immer zusammengesetzt 
sein aus zwei Kräften. Die eine derselben fällt in die 
Richtung der gegenseitigen Entfernung r, und besitzt die 
Stärke: 



(18.a) +Dy,^^\ 

T 



WO j, die Uompoiionto der in Dv, vorhandonon doktrischen 
Strömung /, bozoichnet, gonomnion naeli r. iiiul zwar nach 
derjenigen Kiclitung vonr, in welcher die Kraft goroclinet 
ist. l)io andere ist parallel mit der Strömnng und be- 
sitzty in der Richtung von i, gerechnet» die Stärke: 

(18.b) ^Dv, 

Dabei ist unter o die Function zu verstehen 



so daäs also dieses o für beträchtliche Entfernungen iden- 
tisch ist mit — — • ' 

r 

Gehören und Dv, ein und demselben Kr)r])er an, und be- 
dient man sich eines Axensystemes (:f, ?/, welches mit diesem Kör- 
per starr verbunden ist , ?;o sind r,,, , ?/, , ^, , r unveränder- 
lich j so dass mau also in diesem Falle aus (n.a^b) erhält: 

j,r — (afi,— «,) t», + (jfo— y,) », + («,—»,) »„ 

folglich : 

* t * y I» ■ ' 

• r r 

Diese Formeln stimmen für beträchtliche Entfernungen, weil für 

solche ö « ist, vollkommen fiberein mit den von Kirch hoff 

r ' 

für eben denselben Fall aufgestellten*). 

*) Für I» » erhält man nämlich : 

^ r 

r= — A* Dvj [(^o-^i) ^ "i + (yo -yj + (^0 - g|) ^«^«1 ^ und 
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Das Priucip der lebendigen Kraft. 



195 



I* Dag gefundene Elenieutargesetz iu seiner Beziehung zum 
F. Neunianu'^clK'u Integralg^esetx. 

Das Elementai^esetz für die elektromotorischen Kräfte eldy. Us 
hat sich unter unsern Händen von Stufe zu Stufe entwickelt, und 
schliesslich die in (18. a,b;C)angegebcne definitive Gestaltung erlangt 

Bei einer gewissen Stufe der Entwicklung, wo das (jesets noch 

behaftet war mit drei nnbekannten Functionen ü, &, a, zeigte sich, 
das dasselbe mit dem yon meinem Vater aufgestellten Integralgesetze 
auch fSr den Fall von Gleitstellen in Einklang sein wttrde, falls 
man nur der Function tf den Werth zuertheilen wollte: 

(vergl. pag. 155). Doch liaben wir diinials diesen Werth von 6 wirk- 
lich eintreten zu lassen, beanstautlet, weil die Zuverläs.sigkeit des ge- 
nannten Integralgesetzes für den Fall von Gleitstelleu in Zweifel 
gezogen werden kann. 

Inzwischen sind wir nun aber von einer ganz andern Seite, durch 
Betrachtungen, gegen deren Sicherheit wohl kaum ein Bedenken vor- 
liegen mochte, zu eben demselben Werthe von ö hingedrängt worden, 
in (12.); wir haben demgemass jenen Werth wirklich adoptirt, 
und somit diejenige Bedingung, welche zur Uebereinstimmuug des 
Elementargesetzes mit dem genannten Integralgesetze für den Fall von 
Gleitstellen erforderlich war, wirklich erfalli — Demnach können 
wir sagen: 

(21.) .... Bringt man das gefundene, durch die Formeln 
(17.%b) oder (18.a^ b, c) in seiner definitiven Geataltnng aus- 
gesprochene Elementargesetz in Anwendung auf zwei in 
beliebigen Bewegungen begriffene gleichförmige Strom- 
ringe, so wird man, einerlei ob jene Binge von Gleitstellen 
frei oder mit solchen behaftet sind, immer hingelangen 
ZQ dem F. Neumann'schen Integralgesetz. 

I« S4« Die iwreh'ias Axiom der lebeadlgen Kraft postallrte* Fuetlen. 

Sind j,), /, die Componenten der in Dv,,, Dv, vorhandenen elek- 
trischen Strijmungen i^, «j, genommen nach r (Dvj»-> Üvj, und 

ähnliche Werthe für y»' dt^ Zq^ dt. Diese aber sind, fallR man die Con- 
itaate A* mit beseichnoi, identiBoh mit den von Kirch hoff angegebenen 
(Poggendorfrs Annalen, Bd. 108, pag. 680). 

13» 
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sind ferner 0o, 6,, E die im Ampere 'sehen Gesetz (pag. 44) anf- 
' tretenden GosinuSy so wird : 

.; « O « (a^o — ^i) t*o H- (yo — Vi) t^o + (^0 — ^i) M^o 
(22.) = »,e, (a?o - a^t) Uf + ( y o - Vi) + (gp — gl) «>i ^ 

B<u Anwiüulung dioser HczL'ic'.lniuiigcn lia])en die Compoiieiiton X,/ 

f//, /^„' r// (l(-uj Olli treu elektroiiiotorischeii Kraft cUly. Us, welche 
Dv, wilbrend der Zeit (// in Dv„ hervorruft, die VVorthe: 

X.. dt = Dv, ?L''('-J.) _ 5iir] , 

(23.) y.' d< = u V, - 

vergl. (17.a, b). Nun kann [Tiacli früheren Untersuchungen (pag. 14)] 
da-s von Dv, in Dv„ wiilirond der Zeit elf durch diese Kräfte eldy. \h 
hervorgerufene VViirniequaiitum (c/^o')ei<iy. ausgedrückt werden durch 
die Kormel : 

(24.) (dWU>,. o. = Dt» (X,' «, + r,' ». + «..) d<; 
woiaoB durch Sobstitatioii der Warthe (23.) folgt: 

(25.) (rfW)^.,. - Dv. Dt. - ^f. E ^l] ■ 

Ebenso wird offenbar: 

(26.) (</ V.")..a,. „. = Ü.v. U V. _ E ?ir] . 

Hieraus fol^ dnrch Addition: 
(27.) («i<?„' + <i«,"Wm-DT.DT, ["•'^y^'^ -2H»,E^''], 

oder (was dasselbe ist) : 

(28.) (^?Vo'+'?''*>/')emy.üB = DvoDv, [?^(jJ^_^V/,E) + a,.J(iJ,)} 

Andererseits kann dasjenige Quantum lebendiger Kraft, wel- 
cheR die beiden Elemente Dv„ undDv, vermöge ihrer Kräfte eldy. Üs 
während der Zeit dt in einander hervorbringen, dargestellt werden 
durch die Formel : 

(29.) (rf Jo' H- dTt^)Mj. ü..-- H dr, 
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wo 1^ die zwiächeu deu beiden Elementen vorhandene ponderomotorische 
Kraft eidy. Us vorstellt. Diese Kraft hat nach dem Ampere sehen 
Gesetz den Werth*): 

(30.) B-DT.l)v,.<,»,(»e,e, + »E), 

wo f, 't, unter Anwendnng der von ums eingefUirten Fuiictioii 

(81.) « — 

in folgender Weise dargestellt werden können : 

^, .-+'-"[fe9'-i(2)']-F--a. 

Dudi SnMitation dieser Werthe (32.) in (30.) folgt: 
(33.) il - D». Dt. . i.», (E - 6,6.) + e„e, ^] , 

oder mit Kücksicht auf (22.) : 

(34.) B - D v„ D V, {i„ i, E - jj,) + jj, ■ 
Somit folgt aus (29.) : 

(36.) (dT,> + dT,'U*,.v. = Dv„ l)v, (<.«.E-jJ,)+jJ, da] . 

Durch Addition von (28.) und (35.) ergiebt sich sofort : 
(36.) {dQ,\ + dQ,' + <rJV + dT,^%uy. u« = Dv„ Dv, . d (« jj,)- 
Das elektrodynamische Postulat der beiden Elemente Dvg und 
Dvi aufeinander besitzt daher den Werth : 

(37.a) (-l)DToDvi.iDj«jj, 

ein Werth, welcher mit Rficksieht auf (22.) auch so dargestelli werden 
kann : 

(37. b) (— 1) . /„ Dv„ . Dvi . 03 e„e, . 

Dieses Kesultat .stiniiiit vollständig überein mit den Ergebnissen 
früherer**) Untersuchungen. 

*) Dieser Werth ist den Formeln pag. 44 entoommeu; wobei aber 

io D v„ . »1 D V| statt Jq D . J, D«| 

xn sefaten war (vergl. pag. 160). 

**) Es war nftnalieh auf pag. 186 für das in Bede stehende elektrodynamische 
Fosttdat der Werth gefunden wordoi: 

(-1).«»Dta.>|Dv,.Q, 
wo Q M »0^61 + «9 E war. Inzwischen aber bat sidi (pag. 190) herauagestellt» 

da» die Function ü den Werth Null hat; so dass also Q identisch ist mit odo^i' 
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Die Kräfte elily. Ursprangg. — Zusammeastellung und 



§• 85. ZwnmMatellung der fttr ilo poBtotmetorliefceB oaA elektre- 
•Hotorlsdieii Krlfle My, Vi gefundenen Foraela« unter Amreniaiiff der 

. f «netten «• 

Diese Function ta war definirt worden durch 

(38.) -—4^'©'. 

und wird also ffir beirächUiche Entfernungen identisch sein mit 

— — ; denn es bedeutet ^ jene früher (pag. 46) besprochene Function, 

welche für beträchtliche Entfernungen identisch mit ist 

Die ponderomotorische Wirkung eines Stromelementes /(Dv, 
auf ein (Uideres solches Element «g DTg ist, nach (33.)| dargestellt 
durch die Kraft: 

(39.a) Ä ^ Dvo Dv^ . (E - e«0,) + ^ . 0„0 J , 

gerechnet in der Richtung r JJvi »-^ Dv^). — Andereaneits wird die 
elektromotorische Einwirkung yon t\ DV| auf ig Dy^, nach (23.) 

ausgedrückt sein durch die beiden Kräfte : 

Et, Th.—j^, 

die erstere gerechnet in der Richtung r (Dv, »-> Dv^)» die letztere in 
der Richtung ij. — In diesen Formeln (80.a^b) bezeichnen 6,|, O, die 
Cosinus derjenigen Winkel, unter welchen gegen die Linie 

r (Dv, »-> Dvf,) geneigt sind, und E den Cosinus deqenigen Winkels, 
welchen und «, mit einander einschliessen. 

Das elektrodynamische Postulat der beiden Elemente IoDt« 
und i| Dv, aufeinander hat, nach (37. b), den Werth: 

(40.a) (— 1) Dvo Dvj . ^jti . w 006,. 

Endlich wird (vergl. pag. 166) das elektrodynamische Potential 
P irgend zweier Körper aufeinander dargestellt sein durch 

(40. b) P== (+ 1) . 2;2; (Dvo Dvi . . e> 0o0i). 

Bei den Kräften elektrodynamischen Ursprungs unterseheideii 
sich also Potential und Postulat durch entgegengesetite To^ 
zeichen; wahrend sie übereinstimmendes Vorzeichen hatten bei 
den Kräften elektrostatischen, und auch bei den Kräften ordi- 
nären Ursprunges (yergl. [rag, 33 und pag. 24). 
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I» S6* ZuMunneiistelliing ui4 weitere EntwieUuig der für die Krifte 
elektrodjnanüMheK Uni^rangü erhaltenen Formeln » nnter Anwendung 

- der Fnnotton ^« 

Jede Grösse f, wdche bei der gegeuseitigeu poiuleroxiioiorisehen 
und elektromotonschen Einwirinuig zweier StromeletDeiite Dt^ und 
t| Dt| in Betraeht kommeii kann, wird, wßnn wir an den su Anfang 
des vorhergehenden Abschnitts (pag. 167— -159) eingeführten Bezeich- 
nungen festhalten ; in letzter Instanz abhängig sein*) von den zehn 
einander coordinirten Argumenten: 

^ S<»> ^iii "^07 

Vij ^)i> h) "^1» 

80 dasB also die Diü'erentiationen nach diesen Argumenten, ohne Aen- 
denmg de^j Endresultates, mit einander vertauscht werden können. 

Zur Abkürzung war damals, mit Bezug auf jede solche Grösse f, 
gesetzt worden : 



femer : 

(2.b) d/ = d„/-f ö,f, A/*= Aj -f A,/-; 

so du.ss also da^ dem Zeitelement dt entsprechende vollständige 
Differential dt sich darstellt durch : 

(2.C) df'mdf+Af: 
Zu diesen Charakteristiken d^, 9 und Aq, A mögen nun 
noch folgende hinzugelBgt werden: 

Differeiizirt man die erste dieser beiden Formeln nach ir„, und be- 
achtet mau, dass U»! von unabhängig sind **)^ so erhält man: 

*) hubesondere mag noch erinnert «ein an die damals angegebenen Fonaebi : 
«b, 2/o» «0 = i Uo. Voi äoi To) , »1, y,, = A U,, 1),, 3,, t,) , 

ti#i tlk» «te «- S Ccb* «»t }j« T«), Ui, »1, ID| £ (n, Vi» ii* T|) , 

^ ^» ifo> «I, yi, f| die absdaten Coordinaten der Elemmte if'O^^ und 

i|DV| vontlÄlen, ^^rend andererseits itg, foi \0a und U|, »i, ti>i die Componen- 
ten von %| und »t in Bezug auf die mit den beiden Körpern starr verbundenen 
Azensysteme (iq, i)o, h) und (xi, ji) beeeiehnen. 
**) YergL die vorhergehende Note. 
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du 

woftlr mit Bficksicht auf (2. d) einfacher geschrieben werden kann : 

oder kürzer : 

In dieser und ähnlicher Weise erkennt man leicht, dass die Ope- 
rationen 

(2.e) ?„, a,, d„, d, 

in ihrer Reiheiifolge, ohiio Aeiideruii;,' des Kiidrcsultates, beliebig mit 
einander vertauscht werden können j vvüJircnd solches z.B. bei ü'q, 
Aß nicht gestatlet sein würde*). 

Sind und ,s', die au«^enl)li( klichen Ii'icliliingen der in den beiden 
Kleuieuteu vorhandenen elektrischen btröniungeu und i^, so erhält 
man : 

folglich durch Muiiiplication mit und ipit Rücksicht auf (2.d) : 

In solcher Weise erhält man die Formeln : 

Es sollen nun hier die Ton tj D auf D v,, ausgeübten ponde- 
roniotorischen und elektromotorischen Kräfte betrachtet werden; 
dabei mögen die Componenten dieser Kräfte bezogen werden theils auf 
das absolut feste Axensystem {x, //, z^^ theils auf das mit der pon- 
derablen Masse von D Vj, starr verbundene Axensjstem (^j^q , 1)q , 



*) Dio Operationen da, sind niclit miteinander yertauechbar, weil die bei 
der Operation 9o ftnftretenden Ftectoren iio, Oo> ^ abhän^g sind von Tq. 

Aebnliches ist zu bemerken von den Operationen c^«, — . Dieselben sind 

O To 

nicbt miteinander vertauscbbar, uml ywar les-wepeu, weil die bei der Opeiatum 
^0 uuflretendeu Factoren Uo, 0«> iv» abhängig sind voo x,»> 
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I. IHe ponAeroBOtorlselieii KHlfte «Idy. Uraprugs. 

Die von Z, L)v, auf /f, Dv„ aiis»i;eübtc püuderomutoriüclie Kraft 
R liat nach dem Ampere 'scheu Gesetz [vergl. die Formel (8.), pag. , 
160J den Werth : 

wofür mit Rücksicht auf (2.f) auch geechriebeti werden kann: 

(3.) H « 4 ^« D vo D Vi . 2 ^ . 9i ^ . 

Die ('üiiipüiieiiten X und X dieser Kraft respective nach den Axen Xo 
uud X lauten daher *) : - ' 

(4.) ae 4^» Dvo . 2 1^ . ao^i 

and: 

(5.) Z-4^»Dv^Dv, .2||^. Vi^. 

Die vorn EleiiR'iit /j Dv,, vermöge seiuer puiuleromutorischeii Wir- 
kung eldy. Us, wiilirend der Zeit dt in Dv„ hervorgerufene lebendige 
Kraft {dT^^)tidj.m steht zur Krai't in der bekannten Beziehung: 

tmcl erlangt daher durch Substitution des Warthes (3.) den Ausdruck: 
(7.) CdTo' Wü. = 4^2 Dv„ Dv, . 2d„V' • d^d^if ; 

wofür, weil die Operationen ^«y ^o» ^ ^^^'^ Reihenfolge vertausch- 
bar sind, auch geschrieben werden darf : 

(8.) (f/ToOeldy.U.^ 

Eine mit (8.) analoge Formel resultirt iilr {dTi^)Mr.v- Addirt man 
diese zu jener , so folgt : 

(9.) (rfT„' + rfr,»WiT.= 

— 4.4«Dvo Dv, (— d (^0^ . d^ti;) 4- {d^tp. d» + a, e^^«^ 



*) Die Formel (4.) in die Geetalt 

dt,dv, ^ (ap* . a,t) + a.(a,* • ^ (^«^ • ^] 

verBefcsen bq wollen, wflrde nicht gestattet sein, weil die beiden Operationen 

^ nicht mit einander vertauBchbar sind (vergl. cUc vorhergehende Note). 
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II. IMe eleklmiotoriscIleB Krilfle Mf» Ui* 

BezeichiK't iiiiiM die von I)v, während der Zeit dt in irgi-nd 
einem Puncte des Elementes ioDvo hervorgebrachte elektromotu- 
rische Kraft mit 

(10.) lädt, 
und mit 36 dt, dt, 3 dt die Componenten dieser Kraft nach den 
mit der pondeiablen Masse von Dtq starr Terbnndenen Axen 
(tof 9o* i»)f f^Bmer mit Xdt, Y dt, Zdt die Componenten derselben 
nach den absolut festen Axen {x, y, i), so gelangt man auf Grund 
des gefundenen ElementBigesetaes (pag. 193) und durch Ausffthrui^ ge- 
wi!»er Rechnungen, welche erst spater mitgetheilt werden soUen, zu 
der Formel: 

(11.) }idt^ Dv, [d (?| V') - ^y^^ [d, ^ . d^)] , 
und von dieser zu der etwas complicirteren Formel: 

(12.) Xdt^ D [d . a,^) - ^ (a,^ . d ^)] 

-4^^Dv,g;A-|Jd,,).a.,, 

wo da„, d/3„, dy„ diejenigen Drehungen vorstellen, welche die pon- 
derable Masse des Elementes /„ D v„ während der Zeit dt ausführt mit 
Bezug auf die drei absolut festen Axen x, ij, z. Den Formeln (11.) zu- 
folge, sclieint also die Kraft Edt (10.) abhängig zu sein von den eben 
genannten Drehungen. Daas indessen diese Abhängigkeit in der Tliat 
nur eine scheinbare ist, geht deutlich hervor aus den Formeln (11). 

Die vom Elemente Dv,, vermöge seiner elektromotorischen Wir- 
kung eldy. Us, während der Zeit dt im Elemente /„ D v„ hervorgerufene 
Wärmemenge (r^^,?o')«i<*y.üi bestimmt sich durch die bekannte Formel: 

(la.) (<i «o' W u. - Dto (3eito + 2) »0 + .3»a) ät , 

wo Hdt, ydt, ^dt m (11.) angedeuteten Componenten yorstellen. 
Substitnirt man fttr diese Componenten ihre Werthe, so folgt mit 
Hülfe einer spater mitzutheileuden Rechnung: 

(14.) ((/(?,;)eldy.UB = 

— 4^' Dvo Dvj [d iß^M, . a, V») - Ao (a«^ . a, - öo (a, . 

Eine analoge Formel gilt offenbar fOr (<IQi'')«wy.u» Dnrch Addition 
beider folgt: 

(15.) {dQ^'-^dQ,^%uy.m = 
==4Ä'^By^I)y^l2d(d,,ip.r^t)—A(d,,n^.d^tl') — d,,{d^tijM)—(^i{do^'^ 
Endlich folgt durch Addition von (9.) und^(lö.) : 
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(16.) (dT,^-\- d T,' + g,« + d (i>j«)ewy. ü. - 

— 4-4» Dv« Dv, . <l {^0^ . ^1 ^) r 

sodass also das elektrodynamische Postulat der betrachteten 
Elemente ig Dtq und », DV| dargestellt sein wird durch"): 

(17.) (— 1).4^'DyoDv, .ao^.^i^. 

Es bleibt noch übrig, die Ableitung der hier angegebenen Formeln 
(11.) bis (17.) naher zu besprechen. 

Das Ton uns für die elektromotorischen Erafte gefundene Ele- 
mentargesetz war durch Formeln [(17.a,b), pag. 192] ausgedrückt, 
denen jedes beliebige reehtwinklige Azensystem zu Grunde gelegt 
sein düf . Nimmt man f&r dieses System das mit der ponderablen Masse 
Ton starr verbundene System so erhalt man für 

die entsprechenden Gompbnenten Udi, ^ät, ^dt der Kraft Edt (iO,) 
folgende Werthe : 

ähnlich ^j)dt und 3^^^- ^» sollen nämlich, nach wie vor, x^, t)o, ^ 
und Uq, »0, die Coordinaten und Strömungscomponenten von % Dv„ 
inBesug auf das Azensystem (Pg, g«,) vorstellen; und in Bezug auf 
ebendasselbe Azensystem sollen ^i, jj^ und tti, tOi die 



*) Nach (8.d) ist : 



Hienrat folgt: 
und ebenso erh&lt mau 



d'tp /r)r . rr . dr \ 



dtp . 

wo ./„ und j, die Componenten von und t, nach der Linie r (D v, •->• D v«) vor- 
stellea. Der Ausdruck (17.) kann daher auch so geschrieben werden: 



Vergleichen wir diesen Ausdruck mit dem früher [4^37. a,b}, pag. 197] für das 
elektrodynamische Poatulat erhaltenen Werthe : 

(— 1) DvoDv, .oijj, , 

10 bemerken wir vollständige Uebereinstimmung. Denn es ist 



Digitized by Google 



204 Kräfte eldy. Uraproiigtt. — ZusummenstelluDg und 

CoorctinAteii uud Sirdmungacomponenien von /, Dv, sein. Daneben 
ist zu bemerken, daas m und r^', die Bedeutungen haben: 



(y.) rj, — (To — jr,) u, + {% — Dl + (io — ,^,) 

Endlich ist mit Hezujj^ auf jene Foriiiel (a.) zu beiiierkeii , dass mau 
im letzten Gliede derselben »^anz nach Belieben dr, oder statt 
dessen auch dr schreiben darf *). 

Da alle Grössen in letzter Instanz durch die zehn Argumente 

(1.) au^sedrUekt zu denken sind, so werden j;,, %y als Functionen 
Yon 

To und ^i, 9!> Si> «i> 

andererseits U|, W| als Functionen von 

To und jf,, 1),, j,, r„ T| 

aufzufassen sein. Durch partielle Diüerentiatiun der Gleichung (y.) 
nach Xo iolgt daher : « 

oder (was dasselbe ist) : 



== »1 > 



n^r^^^ 4--; 

Somit kann die Gomponente üdt (ir.) auch so dargestellt werden : 

Beachtet man nun, dass das erste Glied dieses Ausdruckes der Um- 
gestaltung iahig ist : 



*) Im Allgemeinen ist nach (2.a|b,c); 

Ibt iudeaaen die Grösse f von den elektrischen Verhältnissen unabhängig, mit- 
hin onabhäugig von den Argmnenten Tn, T,, so wird 

Af= 0, und fülgUch : df= df. 

So ist also s. B. t 

dr dr, 

xmd ans demselben Grunde s. B. auch : 

Von diesen lelsteren Formeln wird weiterhin Gebrandi gemadit werden. 
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, dr ^ , . dr adr 

80 erhält man sofort: 

Hiefttr aber kaan^ weil einerseits 
und andererseits 

. driD <yr » ^ or 

ist, auch geschrieben werden : 

oder (was dasselbe ist) : 

(,,) = D V, [d cj) - ± («,,• ör)] , 

oder, falls man ftlr a seinen Werth (ß.) substitairt: 

Nnn ist «her : J| = — ö, Somit folgt*: 

(i.; Jrf< = 4^»Dv, [<i • ^1*) — (^i* • Ebenso wird: 

(X.) iörf< - 4^»Dt, [<i(|| . 8,^) _ A (a,^ . 4 , 

(A.) 3<it - 4^^Dy, . . 

Durch (i.) ist der Beweis geliefert für die Formel (11.)' 

Um den Beweis der folgenden Formel (12.) zu erhalten, l)edarf 
es ebenfalls ziemlich mühsamer Betrachtungen. Es waren [vergl. den 
Anfang des vorhergehenden Abschnitts (pag. 1Ö8)J mit 
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die Relationen beseielmet worden , welche stattfinden zwischen den 
heiderlei Cooidinaten x^^, y,^, und \)^, des Elementes Dv,. 
Demgeman^ : 

=^ etc. etc.: 
woraus durch Umkehrnng folgt: 

1^ etc. etc. 

« 

Multiplicirt man die Gleichungen (/i,.) der Reihe nach mit tfC", dC'*, 
dC^^ (d. i. mit denjenigen Zuwachseni welche C", C'*' erfahren 
wahrend der Zeit dt), so erhilt man: 

pL dC'» + |^ dC«+!^dG>'«:^* . (C«*dC'.*)+^^. 2; (C^dC% 
also mit Rücksicht auf bekannte Relationen [(40. e), pag. 47] : 

wo da,,, öyf^ diejenigen Drehungen vorstellen, welche die pon- 
derable Masse des Elementes i„ Dv„ während der Zeit dt erleidet in 
Bezug auf die absolut festen Axen x, y , e. — Ferner ist zu bemerken, 
dass die beiderlei Componenten X, F, Z und X, 3 ^^^^ elektro- 
motorischen Kraft JE (10.) zu einander in den Beziehungen stehen: 

^^•^ r— etc. etc. 

Ist f eine beliebige Qrtee, d. h. eine Ton den sehn Argumen- 
ten (1.) abhängende 6r588ey so bedarf es, um mit den Ableitungen 

J 3 ^ i rr- einen bestimmten Sinn zu verbinden, einer näheren 

Determination. Diese sei dargestellt durch die mit (^3.) analogen 
Formeln : 

~- etc. etc. 

wo also — cos (r,, «), 0" «= cos (\^^, x), C** » cos is*» 
n. s. w. 
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* 

Multiplicirt man nun die Gleichnogen (i.), (j«.); (^O ™it den Co- 
sinus C", 6"^, C'*, nnd addirt, so ergiebt sich imk Baduicht auf 
(f»5.) und (v.) söfort : 

wo U den Werth hat: 

mithin auch so dargestellt werden kann : 

Nun Bind die dC offenbar identisch mit den dC Mit Bflcksioht auf, 
(/ij.) und (/i4.) kann daher die Formel (o^.) auch so dargestellt werden: 

.(0,0 t^-«*G^.a.^)-a...(g*A-g,..„). 

Substituirt man aber diesen Werth von ü in (£.), so folgt: 
(«.) id« - 44' Dt.- [rf (g; . a, - A . » ♦)] 

und dies ist dif zn beweisende Formel (12.). Aus den eben ' 
angestellten Erörterungen geht hervor, dass diese Formel 
nur dann gültig ist^ wenn man in Betreff der Ableitungen 

festhSlt an der in iy.) gegebenen Definition. 

Die Wärniemonge (t/^o')eidy.üa besitzt, wie schon iu (13.) ange- 
geben wurde, den Werth : 

(«ift' W. ü. « D Vo (Xm« + + 3»») dt 

Substitoirt man hier ftlr tdt^ ^dt, ^dt die in ((.), (x.), (;i.) gefun- 
denen Ansdrflcke, so erhSlt man : 

{o.) ((/<;>o')eidy.ü. = Dv„ Dv, IV - ?o (^,^ . *V')J} 
hier hat V die Bedeutung : 

(...) V- «. d (g . a, V.) + ». d . »,♦) + tt. d (^-* . a,^) , 

und kann also auch so dargestellt werden : 
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oder auch so *) : 

(«8.) d {d^if . a,^) - ^ . Ao^o^ , 

oder endlich, weil d,^ Ton unabhängig ist, auch so : 
Substitoiri man diesen Werth in (<f.); so erhält man: 

(V.) ((/ <;>o%dy. Fl « 

— 4^«Dv„ Dv, (^oi^ . a,^) - Ao (a,,^ . a,^) - a„ (a^V' . 

dies aber ist die zu beweisende P\irmol (14.). 

Der üebergan*jj von (14.) zu (15.), zu (IG.), endlich zu (17.) be- 
darf keiner weitereu. Erläuterung. 

HI. Zugehörige Integralfermelii. 

Finden in zwei Körjiern A und B irgend welelir elekirische Vor- 
gänge statt, so ist dius elektrodynamische Potential F der bei- 
den Körper auieinander deüuirt durch die Formel (pag. 166): 

(18.) P — 4^« . 2;^; [dv, Dv, (g)' i.e. .,0,] , 

wo Dvo, Dv, irgend zwei Volmnelemente der beiden Körper, ferner 
'/„, die in diesen Elementen vorhandenen elektrischen Strien uiigen, 
endlich G^, 9i die Cosinus derjenigen Winkel vorsttdien, unter denen 



Es ist nämlich : 



HienuM folgt, doreh Ansflilirang der Operation Ük« : 

Nun ist im Allgemeinen df^ 9^f + 9if + ^f» Die Componenten iioi > tVd 

sind aber unabhängig von t„, t, , Tj; so dass also z. B. *o"o. *i"o» A,ii« Null 
sind, mithin r/ito sich reducirt auf Ajito- Mit Rücksicht auf die liolationcii : 
flfiio — AoUo. dx>ti =^ ^^o> ^^))o = A)^^) kann die vorsteheude Formel auch ho ge- 
schrieben werden : 

Durch diese Erörterungen Und<it der Uehergang von (r^.) zu (tj.) seine Rechtfer- 
tigung. 
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h> h g^g^n Linie r (Dtj »-»Dvq) geneigt sind. Nun ergiebt 
sich leicht *) : 

Somit folgt aus (18.) : 

(19.) P« 4i4* . ZS [Dv„ D V, . c\,ii^ . r), if^l 

In ('S.) uiul (14.) war mit Bezn^ auf irgend zwei elektrische ätrom- 
elemenie Dv« und if Dvj gefunden worden : 

(20.) (iJro'Wu.— 

- 4.4« Dvo Dy, [- *o (^ol^' . «»i V^) + ^0 (^i * • *o<^) + (^ol^' • *ol(^)]- 

und ferner : 

(21.) (r7(A/)eiay.m = 

Es sollen nun hier die Resultate untersucht werden, zu denen man 
gelaugt, wenn man diese Formeln (20.), (21.) integrirt über sftmmt- 
liehe Elemente Dv« und Dy, der beiden gegebenen Körper A und JB. 
Dabei soll vorläufig keinerlei Voraussetzung gemacht werden, weder 
über die Bewegungen der beiden Körper, noch auch über die in ihnen 
stattfindenden elektrischen Vorginge. 

Sind £u und f,, die in den Voluineleinenten Dv„ und in den Ober- 
flächeneleraenten Do,, des Körpers Ä vorhandenen elektrischen 
Dichtigkeiten, und ist N„ die auf Do„ errichtete innere Normale, 
so stehen die zeitlichen A(!ndeiun<^en dieser Dichtigkeiten zu tlen im 
Körper vorhandeneu Strömuugen iiy, D^j ^% in folgeuder Beziehung 
(pag. 4 und 6) : 



dt V^yo^^^e"^^}»/' 



(22.) - 

— (u„cos(iY,„yJ 4- i^yCos(i\,l)„)4- w«cos(JV;„5J). 

Ist nun F eine beliebige Function der zehn Argumente (1.), und be- 
dient man sich der früher (pag. 27) eingeführten GollectiTbezeichnungen: 



(23.) Ob für 11^; ' HofÜrK«' 



so erhalt man fttr das über den Körper A ausgedehnte Integral 
£[DYft . 9qF] der tteihe nach folgende Umgestaltungen: 



*) Vergl. dio Nol^ atif pag. 203. 
Neam»Dn, die elektrischen Kruft«. X4 
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(24.) 2;iDr..g.F]-^ [Dv„g^«. + g^ + ^^^.„)], 

£ [Do,, F (u„ cos(i^„, + . . .)J 

also mit Uücksicht auf (22.): 

(25.) Z [l>v„ . <*„^'] = Z [i)oy^] + S [dy. i^^] , 
oder mit Anwendung der OollectiybeKeiclmungen (23.): 

(26.) L ID V. . ». Ji- j - £ [o. '2"] • 

In dieser Furmel mag nun statt F das Product 

. substitnirt werden, wo f (ebenso wie F selber) eine beliebige Funetion 
der zehn Argomenie (1.) sein soll. Alsdann eigiebt sieh : 

(27.) Z [Dv„ . ö,, {d,i>, f)\ - 2; [Oo . . /•] . 

Miiltiplicirt man diese Formel mit Dv, , und intcgrirt tluun über 
siiiiiiiiiliclR' Volumelemente Dv, des Körpers JB, so folgt: 

(28.a) Hi: [Dv„ Dv, . ^. . /')] - 2?2; [o„ ''ji' . Dv, . v, i> .f\ 

In analoger Weise gelangt man ofl^nbar zn der parallel stehenden 
Formel : 

(28. b) 2;^; lüv„Dv, . . /•)] « £2: [O, ^ . Dv« . ^a* • f] - 

Der Bequemlichkeit willen mr>^en nun unter Oi^i und 0|| folgende 
Abkürzungen verstanden werden: * • 

alsdann können die Formeln (2H. a, b) .so dargestellt werden : 

1 Dv., Dv, . f- , (a, . /-) j = 2.-2-' [0,„ . f] , 
^^•^ ££ [Df„ Dv, . a, (^„^ . Ol - -22^ 10„ . /-J . 

Unterwirft man die Formel (20.) einer Integration Qber alle Dv« 
von A, und Aber alle DV) von B, so erhält man mit Bfieksicht auf 

(19.) s<)fort: 
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(31.) (r?rAidy.i;. = 

<y„P + 4A^ . 2:2; [Dv« Dv, (Ö^ (c), V' . do^») + M • <yo^))ii 
ebenso erhält ^an aus (21.) : 

(32.) (d«^-)*ldy.O.- 

— + <JP— AoP — . ££ [Dt« Dt, . (a,^ , ^V')]. 

Die in (31.) enthalteneii lutograle ££ können der Transformation 
(30.) unterworfen werden, indem man d,,^ als das f betrachtet. lAan 
erhSIt alsdanii : 

(33. a) i(I T.'^U.y. ü. = - (5„ P + 4 ylV Ui: [(0„„ + 0, ,) (5., ^/'] ; 
und in analoger Weise wird ott'eubar auch die parallel stehende Formel 
sich ergeben : 

(33.« (rf2'Ä^W.ü.--d,P + 4^^.2;2;[(Ooo + 0„)d,V']; 
ans diesen beiden Formeln (33. a,/)) folgt durch Addition sofort: 

(38. y) (r/T/' + <rJVhuiy.vn = — dP + 4A^ . [(0,„, + 0,,) d^q. 
Andererseits gewinnt die Formel (32.) durch Ausführung der 
Trans tormationen (30.) folgende (iestalt: 

(34.ß) (ßQA^Uiy.vn = (JP— \1'—4A^ . 2J£ 10^ . d>J ; 
die parallel stehende Formel lautet mithin : 
' (34.« (dQg^Ua,,m - rfP - A, P - 4X« . S£ [0„ . d^] ; 
und durch Addition beider folgt : 

{M.y) (^/V./' + '/CV)euiy.u. = i-W^-AP— 4yl". 2:2J [(0,,, + 0„) di^-J- 
Schliesslich erhält man durch Addition derFormeln(33.yjuud(34.y): 
(36.) (dlA^ ^dTa^-i-d + dQs^j. ü. « dF. 
Diese Formeln (33.«,«}^), (34.a,/3;]/) und (35.) sind allge- 
mein gfiltig, ohne dass es über die Bewegungen der beiden 
Kdrper Ä,B, oder fiber die in ihnen yorhand^nen elektri- 
schen Vorgänge irgend welcher Voraussetzungen bedarf. 
Bei ihrer Benutzung werden im Auge zu behalten sein die Bedeutungen 
yon Ooo, 0« (29.):; 

0„« = (o.,^)(Dv..^,^), 

und femer wird dabei im Auge zubehalten sein, das.s 0,, und 0, -^^^ 
Collecti vbezeichn ungen sind für folgende Ausdrücke : 



(37. a) 0.'B.far 



de 

dt — ^^^^ ^ ^"^^"^ ^' 
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IDv = - Dv 4- ^' 4- ^-^^A 
Do, ^ — — Do, (tt, 008(Jr,, y,) H ) , 

wo die iDnere Normale Ton Do«, und diejenige von Do, T0^ 
stellt. 

Die Gröflsen Oo^^'i können also [nach (37.a^b)J in 

doppelter Weise ausgedruckt werden, entweder dnrch die elektrischen 

Dichtigkeiten f„,£oj ^i, oder durch die elektrischen Strö- 
mungen 'U,,, \v„, Vi, Wälilt man die letztere Ausdrucks- 
wcise, so \v<'r(len die gefundenen Formeln (33. a, (M, wie 
leicht zu erkennen, nicht nur gültig sein fflr die betrachteten Körper 
selber, sondern auch für beliebig gegebene Theile dieser Kiirjier. 

Ohne indessen hierauf weiter einzugehen, wollen wir festhaltni 
an der liotnulituug der ganzen Körper A und 7?; dabei aber an- 
nehmen, die vorhandenen elektrischen Strömungen wären im Innern 
der Körper überall gleichförmig, und an ihren OberÜächen überall 

(IH 

tangential. Nach (37. a, b) verschwinden alsdann die ^» 

0, , folglich nach (36.) anch die O^n, 0,,; so dass also in diesem 
Fall die Formeln (^.tt,ß,y) die einfacheren Gestalten gewinnen: 

(38,«) (WW.Ü. 9,P, 

(38./5)' (dri,'0eW7.u.--^,P, 
(38. y) (rfT^ + dTB^Uj, u. — - dP; 

während gleichzeitig die Formeln (34.«,/J,y) sich verwandeln in: 

(39.a) (rf^^>4y.U. - ~ A„P, 

(39.y) (dQA^ + dQa^Uj,v. = 2dP- AP; 

ungeandert bleibt die in (.35.) angegebene Formel, sie lautet .nach wie 
vor: 

(40.) {dT^« + J^-^ + rf^^^ + d(^a^, ü. = rfP. 

Befinden sich also zwei Körper A und B in irgend welchen Be- 
wegungen, und können die in ihnen vorhandenen elektrischen Strö- 
mungen im Innern der Körper als gleichförmig, und an ihrai 
Oberflachen als tangential angesehen werden, so werden, falls mso 
das elektrodynamische Potential der beiden Körper aufeinander mit P 
bezeichnet, zufolge der Formeln (38.«) und (39.«) folgende SSfa» 
gelten: 
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Erster Satz. Das vom Kdrper B, Termöge seiner Kräfte 
eldy. Us, während eines Zeitelementes im Körper A her- 
Torgebrachte Qaantnm lebendiger Kraft wird erhalten, 
wenn man den partiellen Zuwachs Ton P nach der räum- 
lichen Lage Yon Ä bildet, und denselben noch mnltiplicirt 
mit (— 1). 

Zweiter Sati. Das vom Körper vermöge seiner Kräfte 
eldy. Us, während eines Zeitelementes im Körper A her- 
▼orgebrachte Quantum Wärme wird erhalten, wenn man 
den Tollständigen Zuwachs von P bildet, und von diesem 
noch in Abzug bringt den partiellen Zuwachs von F, ge- 
nommen nach dem elektrischen Zustande von A. 

Von diesen beiden Sätzen ist übrigen» der erstere nicht neu, 
sondern schon früher (pag. 165) von mir abgeleitet worden. 
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Siebenter Absclmitt 

Vergleich ung de» für die elektromotorischen Kräfte gefun- 
denen Elementargeisetzes mit demjenigen, welches von 
F. Neumann proponirt worden ist. 

Es wird gezeigt werden, dass diese beiden Gosetse, wenn aack in vielen lUHen 
mit einander in Eioklang, doch im Allgcmeinon verschiedene sind. Feroer 
wird utif ein iK'stimmk's oxiicrinicntellcH Factum hingewiesen werden, welches 
für d(U ertitere, und gegen diw letztere Gesetz zu sprechen scheint 



|. 87. Das für die elektrischen Kräfte tircrundene ElcmentiirgeBeiz in seiner 

Anwendung auf lineare Leiter. 

Jede Grosse /*, welche bei der 'gegenseitigen ponderomotorischen 
und elektromotorischen Einwirkung zweier linearer Stromelemente 
Jq I^^i» und J, D$i üb^haopt in Betracht kommen kann, wird, falls 
wir festhalten an den in einem firOheren Abschnitt (pag. 50 und 51) 
eingeführten Bezeichnungen, in letzter Instanz ablumgig sein *) Ton 
den sechs einander coordinirten Argumenten 

/IX *o> ^o; "^01 

^ S T T 



♦) Inabesondere sei erinnert an die damalb gegebenen Formeln : 

(«0 a^» yo. ^0 = ^ ('%, T„), x„ y,, 2, = A (s,, t,), 

(ß ) Jo = I (*•,., To), Ji=^ {St, T,), 

wo js„, 2/o» ^0 ^it Vit Coordinaten der beiden Ebimente Jq L)cS) 

Jx D«! in Bezug auf irgend ein der BetmditaDg so Grunde gelegtes rechtwinkliges 

Azenqrrtem ▼orstellen. 

Haben r, Oq, 9|, E dieselben BedeutuDgen wie im Amp^re/adien Geieti 

(pag. 44), 80 folgt ans (a.) sofort, dass 

(y ) »•» e„ Ol, E — <i> («b, «o> «n «i)» 

d. h. dass jede dieser Grössen r, Oof E in letster Inatans abh&ogig iit fos 
den vier Argomenten Vq, «j. 
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so (lass also die Ditferentiatiuiieii nach diesen sechs Argunieuteii, ohne 
Aentlc'iuug des Endresultates, mit einander vertauscht werden 
können. 

Demgeiuäüs kann der einem gegebenen Zeitelement dt entspre- 
chende Zuwachs df zerlegt werden in die vier partiellen Zuwüchse : 

(2.a) af=^{ät + ll^ät + §fät + lf.,U; 

wobei zu bemerken ist, dass die beiden letzten partiellen Zuwüchse 
verschwinden werden, sobald die betrachtete Grösse /' lediglich von 
den räumlichen Verhältnissen abhängt. So wird z. B. die Formel 
(2.a), wenn man für f die gegenseitige Entfernung r der beiden Ele- 
mente J^DSfif D«|, nimmt, die einfachere Gestalt gewinnen: 

(2.b) dr^p-dt-^-p^dt. 

Die pon deromotorische Wirkung der beiden Elemente «/„ Dä,, 
und J^ Ds^ aufeinander entspricht dem Ampere'sclien Gesetz, und 
kann also dargestellt werden durch die Formel [(39. a), pag. 198] : 

(a.a) B « D*„ D«, . cTft Ji . P, 

wo *) albdann P die Bedeutung hat : 

(3.b) p-.^(E-e„e,) + ^^e„e,. 

Andererseits wird die von «7, Dö-, in irgend einem Puncte des Ele- 
mentes c/q hervorgebrachte elektromotorische Wirkung, zufolge 
des von uns gefundenen Elementargesetzes, dargestellt sein durch die 
beiden Kräfte [(39. b), pag. 198J: * 

dabei sind die Kräfte Ii und Er gerechnet in der Richtung r(lXs', »->I>ö,|). 
und in der Itichtung J^, — Ausserdem ist zu bemerken , dass r, 
8„, 0|, E die bekannten Bedeutungen (vergl. z. B. pag. 44) besitzen; 
während o die von r abhängende Function vorstellt: 



•) Dass mau hier, wo es sich um lineare Ötromelemente handelt, JoUs^ 
und (/| Ds| au Stelle von i^Dy^ und »|DV| zu setzen hat, orgiebttSich leicht. 
Denn beseiehnet s. B. 9» den QuwBdiiiitt des EleniMite« D«^, so ist offenbiur; . 

^D«Q=sDvo und J^s^«;,, 
woraus durch MultipliGalaon folgt: 
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(6.) • « — 4^'©)- 

Hezeichuet man, wie gewöhnlich, mit diejenige elektromoto- 
rische Kraft, welche »A, Ds, in einem Puncte von J,, Os,,, uad zwar 
in der Uichiung von 1)6,, hervorbringt, so wird offenbar; 

Q = Er C08 (r, Dsg) H- Ej^ cos (/,, Ds,), 

oder (was dasselbe ist) : 

also durch Substitution der Werthe (4.) : 

eine Formel, welche auch so geschrieben werden kann: 

(6.) te = D.,[«ö.^i^) + ?Jr./,(e.e.-E)]. 

Es soll lyin weiterhin diese Formel in Vergleich gestellt werden 
mit der von meinem Vater für die Kraft ^ proponirten Formel Zu 
diesem Zwecke ist die hier gefundene Formel (4.) einer gewissen 
Transformation zu unterwerfen. 

dr 

Aus (3.b) ergiebt sich durch Multiplication mit c/^ D«j ^ sofort: 

D*. , p = D., % (E - e,e.) + ^ e,e.] . 

Addirt lutui diese Furuiel zur Jt'ormel (ü.) , so eriiält mau aucceiuiTe : 
dr 

dt 



(7.) (S + J, D*. . P = 



= D., [.0. '-^f-^ + % (E - e„e.) + ^ e,0. j] , 

= Ds, «, e.e. + D., /, [«0. ^Ji + ? g cE-0„0,) + 5 e.ej. 

MuItipUcirt man diese Formel mit dt, so erhält man : 
(8.) ^dt + J^\)s^.?dr • . 

Benutzt man nun die bekannten Aelationen (pag. 39) : 

e - 



i 
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sowie die hieraus euispriiigende weitere Relation: 

0».) E-e.e. — r'^, ■ 

und substituirt inuii für 0j und E — ©o^i durch («.), (/}.) ge- 
botenen Werthe, so ergeben sich die Umformungen'"): , 

(y.) 000^01 '^^«^ä^ 

— (E-e,0,) « - r • = - " ä^' 

(€.) . 0001 = — Öo 1^ • ^ 1^ ®Ö ^""J 

woraus durch Addition folgt: 

. (» «6. de. + ^ (E-e,e,) + e.e. <*• — 'i^''!-) • 

Mit Rücksicht hierauf kann die ij'ormel (8.) auch so geschrieben 
werden : 

(9.) .^(U + Ds, . P — Ds^ (rZ/J w 0„0j — Ds» ^^*^^'>-^l) . 

Dureh die Formeln (6.) und (9.) sind wir zu folgendem Resultai ge- 
langt 

Befinden sich zwei lineare Stromelemente Jq Dsq, «7*1 D^i 
in irgend welchen Bewegungen, und die. in ihnen enthal- 
tenen Stromstärken in irgend welchen Zuständen der Yer- 
ändernng, und bezeichnet man mit 

(10.) Ä-= J„ 1).., . Ds, . P 

die (dem Ampere'schen Gesetz ents2)rechende) zwischen 
den beiden Elementen vorhandene ponderomotorische 
Kraft, ferner mit 



*) UijisichtUch der Formel (y.) ist zu beachten, dass [vetgU (2.a,b)J 

(l-)''«+l-(^)<'* 

ist, und dass dio DiÖ'erentiationcii nach <lcii sechs Argumenten (l.) in ihrer 
Reihenfolge behebig vertauücht werden dürlun. Somit folgt: 

oder wa« dasselbe ist: 

,dr ^ddr 

Ton dieser Glekshong ist in (y.) Gebraoch gemacht. 
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diejenige elektromotorische Kraft, welche Ds, während 
der Zeit dt in irgend einem Pnncte des Elementes J^Ds^ 
und swar in der Richtung dieses Blementes, hervor- 
bringt, — 

alsdann wird die letztgenanutc Kraft in doppelter 
Weise sich ausdrücken lasseu, eutweder durch: 

(12.») isdi - D», [oe, rf {J, ei) + (e„e. - e)] , 

oder durch : 

(12.b) {^dt ^~J^ Dsi . P^dr + {dJi) Da^ a>0,,0, • 

— äi; — 

Hier' haben r, Qq, Bi, E dieselben Bedeutungen wie imAm- 
pere'schen Gesetz; während & die Function repräsentirt: 



(13.) • — -»^'©y- 



Der Yollstäiidi{^keii willen, ist hinzuzufügen, duss die 
Charakteristik d in {12, b) dem Zeitelement dt ent- 
spricht 

Kfir den Fall beträchtlicher Entfernungen ist nnzweiteUiaft 

ilfs^yr, also nach (13.): 

r 

so dass in diesem Falle die Formeln (12.a»b) folgendennassen lauten: 

(14.»). <sdt D*. p • 'if-i^ + (e-e. - E) • , 

(14b) — — D«, . P (Jr — (<?/,) D«, ^' ^'^1 

Beiläufig mag hier zur Ableitung der Formel (12.b) noch ein 
anderer Weg angedeutet werden. Im vorhergehenden Abschnitt 
(pag. 201 bis 203) waren liir irgend zwei Stromelemente »qDt« und 
I, DT] folgende allgemeine Formeln gefunden: 

(«.) {dT^' -f <IT,\uj. lu = R i^or + d, r) « B dr, 

iß-) W. u. == -i^^' i^v„ Dv, [dTt - A„^-a, (a, . dt)], . 

(y.) (^/^t>,Wu8 = 4.'!-' Dv„ Dv, [dx - A,;r-a, (a,,^- . dii-)], 

(d.) (rfTo* + ^^^^i' + + dWMj.v. « 44^ Dv, Dv, . rf«, 
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wo M sor Abkfiizung stdii fär das Product: 

(f.) n^d^it.diif. . 

Bringt mau von der Formel (d.) in Abzug die beiden Formeln (a.) 
und (y.), so ergiebt sich : 

Substituirt man hier für % seine eigentliche Bedeutung (£.), und bringt 
man sodann die Formel in Anwendung auf zwei lineare Stromele- 
mente Jo luid «/| D«,, so erlmlt man: 

oder mit Einführung der Function m (5.) : 

oder (was dasselbe ist) : 
(t.) C'^^o' W ü. = — ii(^r + D«, . (rf/j) . w 0„ 0, 

Substituirt man hier für die Wärmemenge 0/^o')oiay.ii» ihren analyti- 
schen Ausdruck Jq D5„ . feriar für ü den Werth (3.a)| und di> 
vidirt man endlich die Formel durch D«,, so folgt: 

(«.) (srf* — — j; D«i . p rfr + (dJi) b«, . ® e„e, 

dies aber ist die absuleiteode Formel (12, b). 



% 98* Das flr 41e elektroBoterisehea Krifte Ton F. Hemmaan propealrte 

BleiBentargesets« . 

Dieses Gesetz kann ffir den Fall, dass der inducirende Strom Von' 
constanter*) Stftrke ist, in folgendei* Weise ausgesprochen werden: 
Befinden sich die beiden Stromelemente J,, D.s„ und 

= Const.) in beliebigen Bewegungen, und soll diejenige elektro- 
,,motori8che Kraft 

(lö.) ^di 

i,aiigegebeB werden, welche Ds, inUirend der Zeit di in /o^^ 



*) VeigL die Note pag. 97. 
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„und zwar in der Richtang yon Dsq, henrorhringt, so construire man 
„die aogenblickliclie relative Geschwindigkeit 

(16.) V 

„Yon Jq Dsn in Bezug auf Dsi, construire femer di^enige pon- 
„deromotonache Kraft 

(17.) r — D«„ . J, D«, . P, 

„welche J^ D.s, (nach dem Ami)ere 'sehen Gesetz) auf dtis Element 
„06\, ausüben würde, falls letzteres durehtlo.s.scu wäre von einem Strom 
f,\on der Starke Eins; — alsdann hat jene gebuchte Kraft (15.) den 
Werth *) : 

(18.a) = — «/, D«j . t; P cos (», P) dt, 

„wo {v, P) den Neigungswinkel von v gegen die Richtung P oder P 
„Torstdlf 

' „Uebrigens kann die Formel (18. a) auch So geschrieben werden: 

(18. b) ^$:(H=^^J^ Da^ . P dr, 

„wo dr diejenige Veränderung bezeichnet, welche die Entfernung r 
„der beiden Elemente «/„ Ds„, J", Ds, erfährt während der Zeit df." 
Der Uebeigang von (18.a) zu (18. b) ergiebt sich leicht Sind 



*) Multiplicirt mun dio i-'ormel (18.a) mit Ds«, und führt mau gleichzeitig 
m Stelle von P die in (I7.) angegebene Kraft P' ein, so eriiSlt man: 
(a.) IS Ds^ dl — - «P* 008 (V , P ) dt. 

Diese Fonnel aber ist, faÜB man den S^Sctor d$ onlerdrfiekt, in voller Ueberein- 
Stimmung mit degenigen Fonnel 

(ß.) £D^«.-«e(c'D*b), 
durch welche dai in Bede stehende Geeets von meinem Vater ansgesprochNi vA, 
in seiner Abhandlnng vom Jahre 1845 (sn Ende des §. 1.). Daselbst ist nämlich 
unier E die Kraft ferner unter (6'Di»\,) die Componente P' co» (P', v) zu vcr- 
siehou. Der cinzip^e Unterschied zwischen den Formeln («.) und (ß.) bcsUlit also 
im Factor t; und dieser UnterHchied tiudet seine Krklärung darin, dass bei ilcn 
von mir zu (jirunde gelegten Maa^seinheiteu jencb £ den Werth Kins hat (vorgl. 
pag. 6 und 107). 

Dass im Sinne meine« VaterB die Fonnel (ß.) wirklich diigenige Kraft aogiebi 
welche im Elemente JoDsq hervorgebracht wird darch ein einzelnes Ele- 
ment des Inducenten, lässt tsich allerdings aus der genannten Stelle (Ende des 
§. 1.) der Abhuiulhin^T noch iiich^ ''rkeiinen, geht aber deutlich hervor au» oinw 
»2^äteren »Stelle derselben Abhandiuug (Anfang des §.4.). 

Die Formel {ß.) findet »ich übrigens auch vor in der zweiten AbhandiuDg 
meine« Taten, vom Jahre 1847 (daselbst an Anfing des f. !.)• Nur ist dort die 
Beaeiehnongsweise ein wenig anders, denn die dortige Formel lautet: 

(y.) 1? D<u » ~ c« {0 D«o) dt 

Wfthrend also in C^.) das E identisofa ist mit meinem @, ist aadererseitB m (y.) 
das ]S identisch mit meinem iSdt, 
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nämlich Pr, Py, Pz dierechtwiiikligen Componenteu der Kraft P, und 
Vje, Vz diejenigen von r, so wird: 

» P C08 (t>, P) t^, Px + Vjr Py + ^* • 

Diese Formel aber kuui, wenn man die Goordinaten der beiden Ele- 
mente D«o Ji D«i mit x^, jf«, i»« und x^, y,, jr,, femer ihre 
gegenseitige Entfernung mit r bezeichnet, offenbar aach so dargestellt 
werden : 

, p p) » p. + p, + p. ^lö^ , 

und hiodurch findet jener Uebergang von (18. a) zu (18. b) seine Itecht- 
fertigung. 

Das Gesetz (18.a,b) bezieht sich, wie bereits betont wurde, nur 
auf den Fall, dcuss dio Stromstärke J, des inducirenden Elementes 
constant ist. Für den all^^'meineren Fall, dass dieses «7, im Laufe 
der 'Zeit beliebig sich ändert, gelangte? mein Vater durch üeber- 
legungen, auf welche ich hier nicht näher eingehen werde, zu einem 
Gesetze, welches etwa in folgender Weise ausgesproclien werden kann. 

„Betinden sich zwei lineare Stromelemente «/„ 1 ).<?„, J^ Ds, in 
„irgend welchen Bewegungen, und die in ihnen enthaltenen Strom- 
„starken in irgend welchen Zuständen der Veriuiderungy so wird die* 
ifjenige elektromotorische Kxai^ 

(19.) ^dt 
„welche Jj D^j wahrend der Zeit dt in irgend eineip Pnncte Yon 
„Jq Dsq, nnd zwar in der Richtung von Ds^, hervorruft, einen Werth 
„haben, welcher nach Belieben sich darstellen ISsst durch: 

(20. a) (5: dt = — JJ D«, . P cos (t?, P) dt + {dJ^) Ds^ . <D, 
„oder auch durch : 
(20. b) ^dt ^ — J,Ds^.Pdr + {dJy) Ds, . <D, 

,,In diesen Formeln (20.a,b) hat das erste Glied rechter Hand genan 
,.die8elbe Bedeutung, wie in (18.% b).'' 

,,Da8 in (20.a,b) enthaltene O bezeichnet einen Ausdruck, welcher 
„die charakteristische Eigenschaft besitzt, dass das fiber irgend zwei 
„geschlossene Curven (6^) und (<|) aüsgedehnte Integral - 
(21.) SZ [Dso D.s, <t)J 

,jederzeit identisch ist mit demjenigen (dektrodynamisclien Potential 
welches zwischen diesen Onrven stattfindet, falls jede derselben 
„angesehen wird als ein elektrischer »Strom voi'i der Stärke Eins." 
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Das oben <:^enannte Potential Q kann, für den Fall betTÜcht- 
1 ich er Eutt'eruuiigeu (vergl. pag. 57), nach Belieben dargestellt wer- 
den durch : 

oder aach dorch : 
(22.,) Q^-'A^.SS 53L^£iJ , 

wo Ol, E die bekannten Cosinus des Ampere'schen Gesetzes 
(pag. 44) vorstellen. 

Entsprechend diesen beiderlei Formeln (22. |) und (22. »^), sind von 
meinem Vater für den Ausdruck 0 folgende zwei von einander 
▼erschiedene Werihe proponirt worden: 

(23.,) _ + 

ohne bestimmte Entscheidung zu Gunsten des einen oder andern *'). 



§. S9. Yor^leii'liiiii^ des von F. Neu mann propoiilrt<>u Elfuientariii^esetzes 
iiud desjenigen andern Elementargesetzes , zu welchem die in den vorlier- 
fehenien AbsehnlttoM anfestellten Untergvelmiigen hlufedrSngt haltea. 

Der Kürze halber mag das erstore Gesetz mit (I.), das letztere 
mit (II.) bezeichnet werden. Für den Fall beträchtlicher Entfer- 
nungen (und auf diesen wollen wir uus hier beschränken) sind die 
beiden Gesetze (1.) und (II.) ausgedrückt durch folgende Formehi: 

(24.1) — D«, .Prfr-|-(f/J,)D«i^; [vergl. (20. b)]; 

(24.U) erf* — - Dfii . P rfr + (dJ,) D«, ^'^^'^^' ) 



•) DaB8 das von meinem Vater proponirto Klemcntargesetz in der That in der 
hier angegebenen Weise, nämlich durch die Formeln (20.a,b) sich UarstelieD 
läsat, wird man leicht erkennen, sobald mau die drei ersten Seiten des §. 4. der be- 
treffenden Abhandlung (Ueber ein allgemeines Principetc, Yom 9. Angaat» 
184?) einer sorgi&ltigen Dorchiidit onterwirft. 

Aoeh die Angaben (*23.£,}}) wird man mit der citirtcn Stelle jener Aliband- 
lang in Einklang finden, sobald man nur beachtet, daaä bei meinem Tater die 

Constante A* atets \ geaetst ist. 
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Ueberall ist/ hier unter dr der zeitliche Zuwachs von r zu verstehen; 
so dass also dieses dr [vergl. (1.) und (2.ayb)J dargestellt werden kaii^ 
durch 

''-'^^'-(&. + &.)'^'- 

Ferner ist P dehnirt durch die Formel 

(26.) B^J^Ds^.J^ D«i . P, 

falls man namlieh nnter B die zwischen den beiden Elementen Jq Da« 
und J) D«i (nach dem Amp^re'schen Gesetz) Torhandene pondero- 
motorische Kraft yeräteht. 

Gm die beiderlei Gesetze (24.1) und (24.11), oder vielmehr die 
Conseqnenzen dieser Gesetze miteinander zu vergleichen, stellen wir uns 
folgende Aufgabe: 

(27.) .... „Es sind wegeben zwei gleichtorniige Stroniringe ( .9,,) 
„und (f7| , .9,) oder A und ß, jeder behaftet mit beliebig vielen (ileit- 
„stellen, und jeder begriffen in beliebiger Bewegung. Es soll berech- 
„uet werden tlie Summe 

(2:2;. Ds«) dt 

„derjenigen elektromotorischen*) Kräfte, welche B während der Zeit 
in A hervorbringt.'' 

Bez^chnet Q das elektrodynamische Potential der beiden Ringe 
und B aufeinander, bezogen auf die Strom ein hei ten, so wird, 
einerlei ob Gleitstellen vorhanden sind oder nicht, die For- 
mel stattfinden: 

J^e/, dQ = — EE [B dr\, [vergl. (85.), juig. 07]. 

Hieraus folgt durch Substitution des Werthes (26.) sofort: 

(28.) dQ^- SZ [Ds., Ds, . P r/r]. 

Nebenbei sei daran erinnert, dass die in den Gesetzen (24.1) und 

(24.11) enthaltenen Ausdrücke 0 und Potential Q 

[zufolge (21.) und (22. ^,17)] in der Beziehung stehen : 
(29.1) Q^SE [D«„D5i<D], 

(29.U) Q - 2-2; [d.« Ds, {zL^^)\ . 



•} Wir werden hier nur die elektromotorisehen Kr&fte elektrodynamischen 
Ursprungs ins Ange faraen. Eine derartige EinBchränkung ist indessen in Wirk- 
Kebkeit. nur eine scheinbare. Denn ans früheren Betnichtnngen (pag. 97 bis 
99) geht deutlich hervor, dass di<» Hmntiic der von B in A hervorgebrachten 
elektromotorischen Kräfte eit-ktrORtiitischeu Ursprungs gleich Null ist« 
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Die im Augenblick /d. i.zu Anfang des Zeiteleninites dl im Ringe 
A enthaltenen Elemente mögen mit D^,, benannt sein; andererseits 
mögen diejenigen Elemente, welche während des Zeitelementes dt 
in d(;n Ring A eintreten, oder aus ihm ausscheiden, in dem früher 
(pag. 05) angegeljeiien coUectiven Sinne mit A.s'„ bezeichnet sein. 
Analoge Bedeutungen mögen D.s, und As, für den King B besitzen. 

Ausserdem mag vorläufig, der Bequemlichkeit willen , angenom- 
men werden, dass die As„ und As, sämmtlicli j)ositiv sind, dass 
also während der Zeit dt in l)ei<len Ringen nur eintretende^ nicht 
aber ausscheidende Elemente vorhanden sind. 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an die Lösung der ge- 
stellten Aufgilbe (27.), indem wir dabei zunächst das (lesetz (24. T) zu 
Grunde legen. Die von Ds, in I)s„ während der Zeit dt hervorge- 
brachte elektromotorische Kraft ^dt besitzt alsdann den Werth : 

(«.) — — D», . P <lr + (rf Ji) Ds, . <r>. (Sj) 

Die analoge Formel für die elektromotorische Einwirkung eines 
Elementes A.s, auf D.s„ lautet: 

OJ.) r, AS| . P(/r-f «A, A«, .0; (g;) 

wo im ersten Gliede F, den Werth 0 oder den Werth J^^ oder viel- 
leicht auch einen Mittelwerth zwischen 0 und vorstellt; wahrend 
andererseits das im zweiten Gliede enthaltene denjenigen Zuwachs 
reprasenturt, welchen die in A^i vorhandene Stromstarke im Laufe 
der Zeit dt erfahren hat. — Man bemerkt nun sofort, dass in dieser 
Formel (ß.) das eine Glied (in Folge der Factoren A^j, dr) unend- 
^ lieh klein zweiter Ordnung, das andere hingegen (in Folge des 
Factor As,) unendlich klein erster Ordnung ist. Das Glied zweiter 
Ordnung wird aber gegenüber dem Gliede erster Ordnung zu ver- 
nachlässigen sein; so dass man erhält: 

(y.) er7^ = rf-e/, As, .CD. (jjj) 

Denkt man sich nun die Formel {a.) für säromUiche Ds,, und die 
Formel {y.) für sämmtliche As, der Reihe nach hingestellt, so gelangt 
man durch Addition all' dieser Formeln zu dem Ergebniss: 

(d\) (Z dt^-^J^.Z [Ds, .Pdr] + (t/J,) r [Ds, . <D] 

+ J,.2: |As, .0]; O 

diess ist also die Summe**) derjenigen elektromotorischen KrjÜte, 



*) Die der Formel (IG.) bei<?ofngte Signatur bat denBelben Zwedr, wie 
bei früherer Gelegenheit (pag. MD). 

Bei Bildung dieser Suiiuuo, d. i. hei Bildung derjenigen Summe von 
elektromotorischen KriUten, welche der luducent («/|, Sj) während der Zeit dt im 
Elemente Dso hervorbringt, sind mithin, wran whr anf die eben ansgefOhrte Beeh- 
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welche der ganze ßing £ während der Zeit dt im Elemente Ds^ her- 
Torbringt. 

Aus (d.) folgt durch Multiplicatiou mit Dsq und Summation über 
Bammtliche Ds^ sofort: 

(30.1) {££ (S Dso) dt^ — J^.SS (Ds„ Ds, . P dr] 

+ (dJ^).i:2: [Ds^,Ds^.0]. 

IKes ist also die gesachte Snmme (27.) ^ berechnet unter Zagrnnde- 
legung des Gesetzes (24.1). -r- Allerdings scheinen bei dieser Rech- 
nimg die Elemente As^ vergessen zu söin. Wollte man indessen die 
mit in Bechnung ziehen, so würde, weil die Anzahl der A^o ^® 
endliche, diejenige der hingegen unendlich gross ist, zu dem 
in (30.1) angegebenen Ausdruck nur noch ein Glied hinzutreten, 
welches diesem Ausdruck gegenfiber verschwindend klein ist. 

Nur der Bequemlichkeit willen war bisher vorausgesetzt, die As„ 
und A.s, seien sämmtlich })Ositiv. Nachträglich übersieht man leicht, 
dass die erhaltene Formel (30.1) auch dann noch gültig sein wird, 
wenn die As„ und As, theils positiv theils negativ sind, alscj 
gültig sein wird, einerlei ob während der Zeit dt in jedem der beiden 
Ringe nur eintretende, oder gleichzeitig auch ausscheidende 
Elemente vorhanden sind. 



irnng zurückblicken, sowohl diejenif^en Klenient« zu berücksichtigen, welche 
währcDÜ der ganzen Zeit dt im luducenten enthalten sind, als auch zweitens 
diejenigen Elemente Asj, welche erat während dieser Zeit in den Inducenten 
eintreten. 

Die Elemente Dst nnd m berfickaichtigien insofern, als ihre relative Lage 

gegen D.% wahrend der Zeit dt sich ündcrt, und auch insofern, als in ihnen 
während dieser Zeit die Stromstärke anwächst von J", auf J, -\- dJ^. Sie liefern 
zu der in Rede stehenden Summe die in [a.) angegebenen Beiträge. 

Andererseits sind die Kiemente A«| iusofern zu berücksichtigen, als in ihnen 
die Stromittike einen plGtslichea endlichen Zuwachs TonO anf «rfBlirt. 
Sie liefern sn jener Smnme die in (y.) genannten Beitrage. 

Mein Täter hat in seiner Abhandlung [lieber ein allgemeines Princip etc. 
vom 9. August, 1847; vergl. daselbst iiamentlich die Formeln (9.), (lO.)i (M ) des 
§.4.] den elektromotorischen Kinüuss, welchen die P^lemente As,, inFolge der eben 
genannten plötzlichen Stroraänderung, ausüben, unberücksichtigt gelassen, 
mithin die Beiträge (y.) als verschwindend klein betrachtet. Eine Vernachlässigung 
derselben scheint mir aber nicht erlaubt su sein, nämlich in Widei-sproch su stehen 
mit den für diese BeHrige (y.) gefundenen Werthen. 

Uebrigens lassen sich die Resultate, zu denen eine solche Vernachlässigunghin- 
leitet, leicht verfolgen. Manhatzu diesem Zweck in den erhaltenen Formeln z.B. in 
, ebenso später in (30. l){ai.I), (32.1), u. s. w. nur diejenigen Ulieder su strei- 

chen, welche mit den As, liehaltet sind. 

MeamftOQ, die elektriscbeo Kr&fte. ^5 
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Von dem Gesetze (24.1) unteischeidet sicli dt» Qesefts (24.11) da- 
durch, daes an Stelle Ton 

P dr und 0 

die Aufldrficke 

ds^ \ r / r 
sich vorfinden. Bei Zugrundelegung des Gesetzes (24.11) wird 
mau daher an Stelle der Formel (30. 1) folgende erhalten : 

II) {£2; i& Üs^) dt J^.££ [dSoDs, {P^r-^ 

+ {dj,) . [d8,Us, (=^^)] • 

Beachtet man, dass iu beiden Formeln (30.1, II) das Glied dritter 
Zeile (zufolge (29.1,11)] gleich Q ist, und dass ferner |zufolge (28.)] 
die Summe -TZ'ID.s',, D.s^, . P dr] gleich — dQ ist, so kann von jenen 
Formeln (30.1,11) die erstere so dargestellt werden: 

• (31. 1) e Dsg) dt = d ( J, Q) 

und die letztere so: 
(31.11) eDs.)Ä-rf(/,0 + [ds.Ds,^(^^)] 

+ J. . 2:2; [Ds^ As. (^^-S-®')] 

Von den m (31. U) auf der rechten Seite ▼orhandenen Summen 
kann die eine 

(.) K.:,x[i>s.i>s,±{^<^)] 

einer weitem Behandlung unterworfen werden. £s ist nämlich 

Ä^e ^ ^ ^ ar _ a(^Mog r) 

r r d«o BSq ' 

und ferner [vergl. (25.)] : 

so dass sich also ergiebt: 

o., «-^..--Ku.,±('<€^>iy] 
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Hieraus aber folgt durch Benutzung früherer Formeln [(Tö.p^q), pag. 
64] sofort: 

oder weil = 8^, und |^ = — 0, ist: 

(*.) K = 2.2,- [üs, A.. (^^^)] . 

Substituirt man aber den Werth (d.) für die 8ümme (a.) in die Formel 
(31.11), so hebt sich diese Summe fort gegen diejenige in der zwei- 
ten Zeile. — Somit küuuen die Formeln (31.1, II) einfacher so ge- 
schrieben werden: 

*(32.I) (2?Z ig Ds.) rf< — df (J, Q) + Jt. SS [D«„ A«, 0] , 
(32.11) (2:2; e Dso) dt « d (Ji Q\ 

Diese Formeln beziehen sich auf ein unendlich kleines Zeitelement 
dt. Leicht aber lassen sich hieraus die entsprechenden Formeln für . 
ein beliebig gegebenes Zeitintervall t' . . , i" ableiten. Bezeichnet man 
nämlich mit ^r.r die Summe derjenigen elektromotorischen Kräfte, 
welche vom Ringe 3 im Ringe A während dieser Zeit i . . . t" hervor- 
gebracht werden, so ergeben sich aus («S2.I, II) folgende Resultate *): 

(33.11) er,r={j;' Qf'-j; Q'.) 

Die Formeln (32. 1, II) sind mit einander und mit dem von meinem 
Yater aufgestellten In tegr algesetz (pag. 107) nur dann in £inklang, 
wenn die sammtUch Null sind, und führen also zu folgendem 
Efgebniss: 

(34i).... Soll die Summe derjenigen elektromotori- 
schen Kräfte berechnet werden, welche ein gleiehfSrmiger 
und gleicldSniiig anschwellender Stromring (Jj, während 
der Zeit dt in irgend einem andern Stromringe («T«,^) her- 
vorbringt, so wird man anf Grund des Elementitrgesetzes 
(24.1) zu dem von meinem Vater aufgestellten Integralge- 
setz (pag. 107) nur dann gelangen, wenn der inducirende 



*) Wollte man die in der Note pag. 225 genannte VernachUlspigung eintreten 
lassen, so \v (irden die Consequenzeu des (jeset/os (24.1) nicht melir Uurcli die For- 
meln (32. 1) und (33.1), Boudern vielmebr durch diejenigen Formeln dargestellt 
•dn, in weiche (32.1) und (33.1) sich verwondelii bei Streichung der mit A«i 
behafteten Glieder. 

16* 

/ 
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Riug keine Oleitstellen besitzt; während andererseits des 
Elementargesetz (24.11) immer zu jenem Integralgesetze 
hinleitet^ einerlei ob der indncirende Bing mit Gleitstellen 
behaftet ist oder nicht*). 

Sind die beiden Ringe A und B oder (Jq, Sq) und G^i; 5|) ihrer 
raumliehen Lage nach unyeränderlichy und erfolgt die In- 
duetion lediglieh durch ein An seh wellen des Stromes so werden 
die Elementargesetze (24.1) und (24.11), wie aus (34.) folgt, beide zn 
dem genannten Integralgesetz hinleiten. Doch dürfte es zweckmässig 
sein, diesen Fall noch besonders zu behandeln. Selbstverständlich 
soll dabei wiederum vorausgesetzt sein, dass die Stärke «7, des indu- 
eirendon Stromes gleichförmig ist, und auch während ihres An- 
•schwellens l)eständig gleichförmig bleibt. 

In Folge der gemachten Voraussetzungen ist für jedes Eh^meritefi- 
piuir Ds„, DcS, die Eutfemung r coustaut, mithin dr = 0; so dass 
also die Gesetze (24.1,11) sich reduciren auf: 

(3Ö.I) i&dt^(dJi)D8i<Py 

(36. II) (5<i< « (dJ^ ) üs, ( " ^^^** "') • 

Multiplicirt man diese Formeln mit D^, und integrirt sodann über 
sammtliche Ds^ und Ds, der beiden Binge, so folgt sofort: 

(36.1) {2JZ (5 Ds„) dt = {dJ,) . 2:2; [Ds., D.9, O], 

(36.n) (££ (g Ds^) dt — (rf/,) . ££ [d«o D«, (~-^r " -')] ; 

diese Formelu aber können mit Eücksicht auf (29.1,11) auch so ge- 
schnebeu werden: 

(37.1) {££ e Dffo) dt — (dJ^) Q, 

(37.n) @ D^o) dt « {dJ^) Q, 

wo, in Folge der unveränderlichen Lage der beiden Hinge, eine 
Constante ist. 

Bezeichnet man also mit Sf.r die Summe tlorjenifrpu clfiktronio- 
torischen Kräfte, welche während eines belielng gegebenen Zeitraumes 
t' , , . t" von B in A hervorgebracht werden, so erhält man : 

(38.1) ^rx - W' - e, 

(38.n) ^,^^^{j--j^')Q, 

Da in dem betrachteten Fall ^ eine Constante ist, so kann 

•) Dieses ErgebnisB itt übrigens, soweit dasselbe auf das Elementargesets 

(-24.11) sich bezieht, kein wesentlich neues, vielmehr änzaselieii als die blosse 
Wiederholung eines schon früher notirteu Satses (pag. 195). 



V 
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statt {dJ^ Q auch ä {J^ Q) geschrieben werden; so dass also aas den 
Formefai (37.1, II) folgendes Resultat sich ergiebt: 

(39.).... Soll die Summe derjenigen elektromotori- 
schen Kräfte berechnet werden, welche ein gleich förmiger 
und gleichförmig anschwellender Stromring während 
der Zeit dt in irgend eint3m andern Stromrinne ö',,) her- 
vorruft, und setzt man voraus, dass beide iiiuge ihrer 
räumlichen L«pe nach unveränderlich sind, so wird man zu 
dem von meinem Vater aufgestellten Integralge.setz (pag. 
107) hingelangen, einerlei ob man ausgeht vom Elementar- 
gesetz (24.1j oder vom Elementargesetz (24.11). 



|. 40. Fortoctziiiig. — Weitere Yergrlclelmiif der beiden Elementargesetze 
■it llesvg anf ein beBtimmtes von F» Nenmann angestelltes Experlmeut. 



Fig. 11. 



Der Strom einer bei a aufgestellten Galvanischen Batterie geht 
(wie die beigefügten Pfeile andeuten) von a über ß und y nach f. 
und von s durch einen in der Figur nicht gezeichneten Draht zur 
Batterie a zurück. Mit Ausnahme des Bahnstückes ey sind alle Theile 
der eben genannten Dr.ihtleitung unbeweglich auijgeätellt. Das Bahu- 
stück sy hingegen befindet sich (etwa ge- 
trieben durch irgend ein Uhrwerk) ßi 
gleichförmiger Rotation um den Punct 
£, und zwar der Art, dass sein Ende y 
auf dem kreisförmigen Drahte ßyö da- 
hinschleift. 

Bei jenem kreisförmigen Draht ßyd 
reicht das Ende d sehr nahe an seinen 
Anfang /3, ohne mit ihm in leitender 
Verbindung zu stehen. Der Mittel])unct 
dieser zwischen ö und ß vorhandenen 
Lücke ist mit bezeichnet. 

Der elektrische Widerstand des kreis- 
förmigen Drahtes sei im Vergleich mit 
den Widerständen der übrigen Theile der 
Kette so ausserordentlich gering, dass 
die Stärke des elektrischen Stromes, 
wahrend y Yon ß nach 6 fortgleitet, als 
constant angesehen werden darf. In 
dem Augenblick, wo y über den Punct 

8 fortgleitet, sinkt die Stärke des Stromes von diesem Werthe 
plötalioh hinab zu ü; um einen Augenblick später, nämlich sobald y 




Digitized by Google 



230 IM« elektromotorisoben Kräfte eldy. Ursprungs für 

die Lücke possirt hat und nach ß gelangt^ von Neaem zu jenem 
Werthe zurflekznkehxen. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Snmme @ derjenigen elektro- 
motorischen Kräfte zu berechnen, welche der eben beschriebene Indu- 
cent aßyea während einer einmaligen Umlaufsbewegung des Bahn- 
stfickes ey hervorbringt in einem gegebenen unbeweglich aufgestelltem 
Drahtringe A. 

Die genannte Summe 3 kann zerlegt werden in drei Theile : 

(40.) -I- + e'. 

Denken wir uns nämlich jene Umlaufsbeweguiig vom Puncto |ft aus- 
gehend und über ßyd nach |i zurückkehrend; so wird zunächst in dem 
Augenblick, wo das Bahnstück nach ß kommt, eine gewisse Summe 
von elektromotorischen Eraften hervorgebradit durch das plötz- 
liche Anschwellen des inducirenden Stromes Tom Werth« 
0 zumWerthe «Tj; sodann wird, während das Bahnstück Yonß über 
y nach ^ fortgleitet, eine gewisse Summe 6^^' elektromotorischer 
Kräfte hervorgebracht in Folge der Gestaltsveranderung, welche 
der Inducent bei dieser Bewegung erleidet; endlich wird in 
dem Augenblick, wo das Bahnstück den Punct d übersehreitet und 
nach fft zurückkehrt^ von Neuem eine gewisse Summe & elektromo- 
torischer Kräfte hervorgebzacht in Folge des plötzlichen Herab- 
sinkens des indueirenden Stroms vom Werthe auf den 
Werth 0*). 

Das elektrodynamische Potential des gegebenen Inducenten aßystt 
auf den Ring A mag für den Fall, dass beide Ringe von einem Strom 
von der Stärke Eins durchflössen gedacht werden, mit Q bezeichnet 
«ein. Dieses ändert offenbar während der Drehung des Bahnstückes 
ey von Aut?enblick zu Auj^pnl)lick seinen Werth. Die specielleu Wertlie, 
welche <t> annimmt für diejenigen beiden Augenblicke, wo das Ende 
jenes Bulmstückes in ß und in d sich betindet, mögen bezeichnet 
sein mit (^i"* und Q^. 

Bei Berechnung der Summe (40.) mag nun zunächst das Ele- 
mentargesetz (24.1) zu Grunde gelegt werden. Alsdann erhält 
man**) durch Benutzung der Formeln (33.1) und (38.1): 



*) Ee gellt aus dif'sor AuBeinandersetzung deutlich hervor, dass ® diejenige 
Summe elektromotorischer Kräfte repräeentiren soll, welche der ganze Inducent 
aßyea (nicht etwa blos der Theil ßys) während der in Rede stehenden ein- 
maligen Umdrehung im Hinge A hervorbringt. Dabei ist die schon erwähnte 
YorauBsetzuDg zu beachten, dass der Ring A und^ abgesehen vom Btfioke ey, »axsk 
alle Tbeile des Indneeiiteo unbeweglich aufgestellt sind. 

Wollte man die in den Noten pag. 225 and 227 erw&lmte Yemachlässigung 
eintreten lanen, so würde man an Stelle der Formeln (a.) und (41. Q folgends 
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3 

• - «/i - W + «^1 . / (^2: fDs, <D]), 

@* -(O-jr,)«*, 

und hiemu» durch Addition : 

m © - K,. 

wo K das Integral vorstellt : 

(* 

Die Samme £S [Dd^ A«| 0] bezieht sich auf ein einzelnes Zeitele- 
ment dt, und kann daher, weil im Torliegenden Fall in jedem Zeit- 
element dt immer nur ein AS| in den Indncenten eintritt, einfacher 
dargestellt werden durch 

Demgemass kann das Integral K so geschrieben werden : 

oder einfacher so : 

K » 2:2: [Dsj, AS| <D] , 

wo alsdann die eine Summation anszndehnen ist über alle Elemente 
des Ringes Ä, die andere Uber alle Elemente A9, des kreisför- 
migen Stockes ßyd (Fig. 11.). Zufolge (29.1) repräsentirt daher K 
dasjenige elektrodynamische Potenlaal, welches zwischen dem Binge 
A und dem kreisförmigen Binge ßyd stattfinden wfirde, fidls jeder 
derselben dnrchflossei^ wSre Yon einem Strom yon der Si&rke Eins. 
Dieses Potential hat aber, zufolge der schon eingefOhrten Bezeichnungen, 
den Werth — Somit folgt : 

so dass also die für © erhaltene Formel (ß,) schliesslich folgende Ge- 
stalt gewinnt : 

(41.1) @-.^»(e'~co. 



ganz andere Formeln erhalten: 

(«.) e/* = ('A -ojg/*, 

nnd ferner: 

(41.1) e 0. 
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Es i!i;i<^ nun andererseits die Hümme (40.) berechnet werden unter 
Zugrundelegung des Elementargesetzes (24.11). Alsdann ergiebi 
sich durch Anwendung der Formeln (33.11) und (38.11) sofort: 

6i» = _ 0) 

und hieraus durch Addition: 
(41.U) © — 0. 

Dieses in (41.1, TI) berechnete 3 repräsentirt diejenige Hümme 
elektromotorisciier Kräfte, welche der ganze Inducent aßyta, wüh- 
ren«l der in Rede stehenden einmaligen Umdrehungsbewegung, im 
Hinge A hervorruft*). 

Der indu( irte King ,1 bestehe aus einer in der Nähe des Indu- 
cejiien aulgestellten Dralltwindung W, deren Enden durch irgend 
welche Zwisclu'iKhäht^i (/, (t in Verbindung sind mit den beiden En- 
den eines in g r usse r E ntf er n u n g aiitgesicllten Multiplicators 3f; 
so dass WilMitW /.usammengenommen denjenigen geschlossenen Um- 
gang bilden, welchen wir kurzweg als den King A bezeichnen. In 
Folge der grossen Entfernung, welche der Multiplicator 31 vom Indu- 
centen haben soll, wird der im Iiiducenten v orhandene Htrom e/, 
ohne EinHuss auf die MuHiitlicatornadel sein; so dass dieselbe lediglich 
alticirt werden kann von dem im liinge A oder WdMdW inducir- 
ien Strome. 

Die Ablenkung, welche die ^lultiplicatornadel aus dem Meridian 
erleidet, wird also lediglich eine Folge des in A inducirten Stromes, 
oder (was dasselbe ist) lediglich eine Folge der in A inducirten elek- 
tromotorischen Kräfte sein. Denkt man sich nun die Umdrehungs- 
geschwindigkeit des Bahnstückes sy (Fig. 11) alseine constante und 
ungemein rapide, so wird die Summe S der eben g^annten elektro- 
niotorischen Kräfte für jede Umdrehung dieselbe, und folglich die 
Ablenkung der Nadel eine nahezu constante sein. Auch bemerkt 
man, dass diese constante Ablenkung Null oder von Null verschieden 
sein muss, jenachdem jene Summe (S Null oder von Null verschieden ist 

Diis betreffende Experiment ist von meinem Vater angestellt wor- 
den. Die Beobachtung zeigte, dass die Ablenkung der Multiplicator- 
nadel Null war**). Somit spricht jenes Experiment für die Formel 
(41.11), und gegen di^ Formel (41.1); folglich auch fflr dasElemen« 
targesetz (24 II), und gegen das Elementargesets (24-1). 



*) Vt'r{,M. die Note i»u<,r 2'S(). 

**) F. Ncumaun: Ucber ciu aligemeiues Frincip etc. (9. August, 18i7j. In 
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!• 41. UelMr eine BeUtioii, welche In gewlsien nilen iwlsehea ier elefc- 
treMoterlselieM Knft 4er poHderonoteriielieii Arbelt itottlliidei. 

Es sei .s ein seiner (icstalt und räumlichen Lage nach in beliebiger 
Bewegung l)egrifFener linearer Leiter, und ny irgend ein Segment 
von 6'. Der grüsseren Allgemeinheit willen mag angenommen werden, 
dass die F^egrenzungspuncte a und y dieses Segmentes mit irgend wel- 
chen (beliebig variirenden) (Teschwindigkeiten längs s fortrücken, so 
dass also das Segment von Augenblick zu Augenblick ein anderes wird. 

Es soll die Summe (3 derjenigen elektromotorischen Kräfte eldy. 
üs berechnet werden, welche in dem ungeschlossenen Leiter ay 
während irgend eines Zeitraumes t' . . . f hervorgebracht werden *) 
durch einen gegebenen Inducenten Dieser Inducent sei ein 

geschlossener Strom, ohne Gleitstellen, von coustanter ''^) 
Stromstärke y begriffen in beliebiger Bewegung. . 

Die ponde ro motorische Kraft jB, welche ein Element */, D«| 
des gegebenen Inducenten auf irgend ein Element D^s des Leiters tty 
ausüben würde, falls letzterer von der Stromeinheit durchfloflsen 
wäre, louin dargestellt werden durch: 

(1.) £ — D5. J,D«, .P; 

und gleichzeitig vrifä alsdann die Yon Ji Ds^ wahrend der Zeit di in 



dieser Abhandlung findet sich jenes Experiment besprochen. Es heisst daselbst 
auf der 14teii Seite de« $. ft.: 

^nm Maltiplloator gelangen bei forlgeaetster rascher Drehung drei Ströme 
^oneilialb Behr knner Zeit, Dämlich der dnrdi die Bewegung des Bahnstuckes 

„ty inducirte, dann der durch das Verschwinden des inducirenden StromcB in- 
„ducirte in dem Moment, wo dus bewegliche BalinKtfick den Ring ßyä hei d ver- 
glaset, und endlich der durch sein Wiederauftreten inducirte, sobald jenes 
,3ahn8tiick den Ring in ß wieder erreicht. Die Kraft, welche von diesen drei 
„Strömen währmid der knrsen Dauer eines Umlaufs des Baluistfickes e y auf die 
wUefpiefaiadel des MnltipUcators ausgeübt wird, ist mit der Swnme ihrer elektro- 
„motorisohen Kräfte proportionaL Jenaehdem das Vorteidien dieser Summe po- 
„sitiT oder negativ ist, wird die Nadel auf der einen oder andern Sleite des Me- 
„ridians ilirc beinahe feste Aufstellung nehmen, oder sie wird, wenn jene Summe 
ffSasO ist, in ihrer Stellung im Meridian verharren." 

Sodann heilst es weiter auf der nächstfolgenden Seite: 

T^Die Beobachtung zeigt, dass, wenn die Drehung rasch geschieht, die Na- 
„del im Meridian hleibt.** 

*) Sind ^, |tn . . . . die (in nnendlioh Uanen Intenrallen) aaf einander 
folgenden Zeitaugenblicke des gegebenen Zeitraumes t\ f", nnd sind femer 
a' y', o' y', a" y", . . . . diejenigen Gestalten, welche der ungeschlossenc Leiter ay 
in jenen einzelnen Zeitaugenbhcken der Reihe nach besitzt, so wird die zu be- 
rechnende Summe S stlmmtliche elektromotorische Kräfte umfassen, welche in 
ay'. während der Zeit t'i', in a' während der Zeit in «" y" während 

der Zeit I» o. s. w. hnrvorgcrufen werden. * ' 

**) Vergl. die Note pag. 97. • 
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Ds^ herTorgebnicliie elekiromotoriwlie Kraft (^dt (zufolge des Ton 
uns gefnndeiieii QeaeiMM, pag. 218) den WerÜb haben : 

(2.) (Sf?^ — — Jj Ds, . P<ir-f . w 00, 

j ^ a(fli0 . dr) 

wofür im gegenwärtigen Fall, weil J^ constant, mithin dJ^ null ist^ 
einfacher geischrieben werden kann : 

(3,) {&dt^-J^D8^.Pär'^J^ Ds,^-^"^^, 

Moltiplicirt man diese Fonnel mit Da, und iaiegnii sodann einer* 
aeits über alle augenblicklich in enthaltenen Ds, andererseits fiber 
sammtliche J^ Ds^ des gegebenen Inducenien, so erhalt man: 

(4.) {2:£^Ds)dt J^.££lD8Ds^.Fdr]-J^ .Zsj^sDsi ^^^-} 

Dieser Ausdruck, welcher alsn die Summe der von (J^, während 
der Zeit dt in ay hervorgebrachten elektromotorischen Kräfte reprä- 
seutirt, ist einer weitereu Vereinfachung fähig. Denn das Troduct 

dr 

a & ,dr oder aB^ dt 

dt 0 

ist, weil (J^i, ö*,) keine Gleitstellen hat^ längs S| überall stetig*); 
folglich das über die geschlossene Gurre «, ausgedehnte Integral 

. h '-^-^ . 

gleich Null. Hiedurch aber reducirt sich die Formel (4.) auf: 

(5.^ (2:2: D«) dt=^ — Ji.£i: IDs Dö, . P dr]\ 
wofür mit Rücksicht auf (t.) auch geschrieben werden darf: 

(6.) {2:2: Ds) dt^ — ZZ [lidr]. 

Diese For?nel sagt aus, dass die Summe der von (J^,, s,) während 
der Zeit dt in ay erzeugten elektromotorischen Kräfte, abgesehen 
vom Vorzeichen , identisch ist mit deqenigen ponderomotorischen Ar- 
beit, welche (/, , 5,) und der Leiter ay während dieser Zeit aufeinan- 
der ausüben würden, falls letzterer durchflössen wäre yon der Strom- 
einheii Denkt man sich diese Formel (6.) der fleihe nach hinge* 
stellt für sämmtliche Elemente dt des gegebenen Zeitraums f . . .f 
(wobei alsdann die Grenzen a, y der nach Ds auszuführenden Inte- 



*) waren GleittteUen im Ringe St vorhanden, so wurde der in jenem Am- 

d r 

druck enthaltene Factor ^ längs des Ringes s, Werthe haben 1 welche au jeder 
GläteteUeeeiuen Sprang, eine Unitetigkeit darbieten. 
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gration in jeder Formel andere tum werden), so kann das Resultat 

der Addition all' dieser Formeln etwa angedeutet werden durch : 

r r 

<7.) / {SE Ds) dt^- J [B dr] ; 

f r 

so dass man also zu folgendem Sats gelangt: 

Befinden sich der elektrische Strom («r,,Si)und der un- 
geschlossene Leiter ay in beliebigen Bewegungen, und be- 
zeichnet man mit (B die Summe der Ton (/, ^^i) während 
eines gegebenen endlichen Zeitraumes in ay hervorge- 
rufenen elektromotorischen Kräfte, andererseits mit /9 die- 
jenige ponderomotorische Arbeit*), welche während des- 
selben Zeitraumes {J\,s{) und ay aufeinander ausgeübt 
haben würden, falFs uy durchflössen wäre von der Strom- 
einlieit, so findet die llelation statt: • 

(8.) . e«-/». * ' 

Dabei kann die Bewegung des Leiters ay, hinsichtlich sei- 
ner Gestalt und räumlichen Lage, wie hinsichtlich seiner 
Begrenzungspuncte, eine beliebige sein. In Betreff des in- 
ducirenden Stromes (J^,,«,) hingegen ist die Voraussetzung 
erforderlich, dass derselbe geschlossen, ferner frei TOn Gleii- 
Stellcn, endlich seiner Stärke nach eODStant sei. 

Der Satz wird, wie aus ihm selber herroigeht, offenbar auch dann 
anwendbar sein, wenn man an Stelle des un geschlossenen Leiteis 
uy irgend welchen geschlossenen Leiter nimmt, einerlei ob* dieser 
mit Gleitstellen behaftet ist oder nicht. 

Durch den Torstehenden Satz ist @ auf 8 leducirt, wenigstens 
fEbr grewisse Falle; es handelt sich also nun weiter um die Berechnung 
▼on 8f und zwar für zwei Ströme, Ton denen der eine die Stärke 1, 
der andere eine ebenfalls constante Stärke besitzt. Diese Auf- 
gabe soll im folgenden §. behandelt werden. 



*) Eb TenAebt Mch Ton selber, dau, ebenwwie unter @ nur die elektromo- 
toriBcben Kr&fte elektrodynainiiehen Urqprntig«, ebeiuA» aach unter 8 nur 
* die poflderomotorwelie Arbeit elektrodynamischen Urepran^ zu verstehen ist. 
Tn unserer früheren genaneren Beseichnungsweiae wflrde also die Arbeit S dann- 
■teilen sein durch 

t' 

falls nämlich A den von der Stromeinheit dnxchfloflsenen Leiter ay, anderen^ts 
B den Stromnng vorstellt. 
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I» 48* Heber eine Relation, nelchc in gewissen FSllen /nis<Iion der poB« 
deromotorischeii Arbeit umd dem FoteutiAl stAitlüideU 

Befinden sich zwei elekirisehe Stromriuge (J, s) und in 
irgend welchen Bewegungen, und bezmchnet 

(9.) P = J J, 

(las elektrodynamische Potential der beiden Ringe, so hat die während 
der Zeit(/^ von diesen Ringen aufeinander ausgeübte pouderomotorisclie 
• Arbeit dS den Werth*) : 

(10.) dS'^ — JJid{t. 

Ob die Ringe von Gleitstellen frei, oder mit solchen behaftet sind, 
bleibt dabei gleichgültig (Tergl. pag. 67) ; jedoch ist die VoiausBetsung 
erforderlich, dass J und Jj gleichförmig sind. 

Sind </* und nicht allein gleichförmig, sondern auch constant, 
so kann die Formel (10.) .mit Bflcksicht auf (9.) auch so geschrieben 
werden : 

(11.) d8^ — d {JJ, Q) — — rfP; 

hieraus aber tblgt durch Integration über einen beliebig gegebeueu 
Zeitraum t' , , , t" sofort : 

(12.) S^F — F'\ 

in Worten ausgedrückt: 

Die ponderomotorische Arbeit 8, welche zwei in Be- 
wegung begriffene Stromringe, ¥on constanter Stärke, 
mit oder ohne Gleitstellen, während des Zeitraumes ^...T 
auf einander ausüben, ist gleich der Differenz derjenigen 
Werthe und P', welche das Potential der beiden Ringe 
besitzt zu Anfang und zu Ende jenes Zeitraumes. 

In Betreff der Ströme {J, s) und (J^, mögen jetzt folgende 
nähere Bestimmungen hinzutreten. 

Es sei (J; rty) irgend ein Theil von («7*, s)j dessen Begrenzungs- 
puncte a und y längs der Gurre s sich fortwahrend yerschieben. An- 
dererseits sei der Strom (J'i,^,) von unveränderlicher Gestali 

Es soll ermittelt werden die während eines gegebenen ZeitraumeB 
{• • zwischen 



Benennt man die beiden Ringe nnd (Jt,<t) kurzweg mit A unil By 

80 wird jene ponderomotorlschü Arbeit dS nichts Anderes sein als die Sunime 
derjenigen Qiiantitilten von lebt ndiger Kraft, welche B m A und A Uk B TW- 
möge ihrer Kräfte eldjr. Us hervorrufen , also zu bezeichnen aein mit 

Die Formel (10.) ist daher identisob mit einer frCUier (pag. 67) gefondeDeii. 
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(13.) (Jytt'y) und (J,,s,) 

stattfindende pondoromotorische Arbeit S, d. i. diejenige Arbeit, welche 
der sogenannte angeschlossene Strom (J, ay) und der geschlos- 
sene Strom (e7, , .9j) während jenes Zeitraumes auf einander ausüben. 

Diese Arbeit S wird, falls man unter ö eine beliebige ihrer Ge- 
stalt nach unveränderliche und mit s, starr verbundene ('urve, ferner 
unter j einen in o vorhandejien Strom von beliebig variirender Stärke 
▼ersteht, identisch sein mit derjenigen^ welche stattfindet zwischen 

(14.) ay) + (i, «nd (/i,«i); 

denn die zwischen (j, (T) und (c7| , stattfindende Arheit ist, in Folge 
der zwischen tf und vorausgesetzten starren Yerfoindung, offenbar 
gleich Mnll. 

Denkt man sieh der bessern Anschaulichkeit willen den Bing 
eingebettet in eine starre Substanz , welche nach allen Seiten beliebig 
weit ausgedehnt ist und an allen Bewegungen des Ringes theilnimml^ 
so wird die Curve a ebenfalls in diese Substanz eingebettet zu denken 
sein. Die Curve o mag ungeschlossen, etwa A-formig sein (Fig. I2J, 
nämlich aus zwei von irgend einem Punct Ö ausgehenden Aesten be- 
stehen ; diese Aeste seien in ihrem anfänglichen Lauf beliebig, in ihrem 
späteren Lauf aber identisch mit denjenigen Wegen, welche die Tuncte 
a und y während der Zeit t' . . . t" . . . oc in jener tingirten Substanz 
durchwandern. In jedem Augenblick wird alsdann die Curve a 
durch den Strom (J, ay) in zwei äussere und ein mittleres 
Segment zerlegt; der Art, dass letzteres mit (J, ay) zusammen- 
genommen ein Dreieck bildet. Die in 0 vorhandene Stromstärke^' 
mag nun der Art variiren, dass sie 
in den beiden äusseren Segmenten 
stets = 0, hingegen in dem mittleren 
S^ment yQa stets = J ist. 

Das in (14.) genannte System 
(J, ay} Q, a) kann alsdann kürzer 
mit 

( Jf ceyQa) 

bezeichnet, nämlich au%efasst werden 
als ein geschlossener Strom von 
der Stärke J, dessen Strombahn durch 
das Dreieck a^Qa dargestellt, und in 
a und y mit Gleitstellen behaftet ist. 
Somit kann die gesuchte Arbeit S als 
diejenige definirt werden , welche 
lehrend der Zeit ^. , stattfinde 
zwischen den beiden geschlossenen Strömen 
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(16.) (JfUyQa) und (<^i;<i)- 

Zufolge des vorliergehendeu 8atz»?3 (12.) ist daher: 

(IG.) S=V- F\ 

-oder etwas aasfilhrlicher geschrieben: 

(17.) • 8^P(J, «yO^O-J^W «V'Öa"), 

nämlich gleich der Differenz derjenigen Potentiale, welche (^n'i) be- 
sitzt respective auf (J, ay'Qa') und auf (»/, a" y"Q a ). 

Denkt man sich das Dreieck n"y"Qa" zerlegt in das kleinere 
Dreieck ccy'Qa und in du« übrig bleibende Viereck, so ergiebt sicli 
augenblicklich die Relation : 

P (J, a'y'Qa") = P {J, uy'Qa) + P (J, a"y"y'aa"). 

Mit ÜOlfe dieser Belation gewinnt die Fonnel (17.) folgende Gestalt: 

(18.) flr«-P(J, a'V>V«"), 

oder (was dasselbe ist) folgende: 

(19.) iS — + P (J, «»"«"«'); 

in Worten aDsgedrfickt: Die Arbeit s ist (^eich dem Potential vön (Jjy^) 
aof das von «T durchflossene Viereck a y' y " oder j^,,). Dieees 

Viereck ist Tom Segmente ay beschrieben worden in. der mit ver- 
bundenen starren Substanz, tind kann daher kürzer als dasjenige Viereck 
bezeichnet werden, welches vom Segmente ay durch seine relative 
Bewegung gegen s, beschrieben worden ist Somit ergiebt sich aus 
(19.) folgender Satz. 

Befinden sich ein ungt^schlosseiier Strom (J, ay) und ein 
geschlossener Strom s,) in irgend welchen Bewegungen, 
und bezeichnet man mit (J«jJ^) dasjenige Viereck, welches 
durch die relative Bewegung des erstem in Bezug auf den 
letztern beschrieben wird während der Zeit ^. . . so ist 
die während dieser Zeit Ton den beiden Strömen aufeinan- 
der ausgeübte ponderomotorische Arbeit identisch mit 
dem Potentiale Ton («T,, 8^) auf das Viereck(j;«j;i.), letzteres 
durchflössen gedacht Tom Strome J in der Richtung 
a'y y", . . 

Bei diesem Satze darf die Strombahn ay hinsichtlich 
ihrer Gestalt und räumlichen Lage, wie hinsichtlich ihrer 
beiden Begrenzungspuncte in beliebiger Weise Terander- 
lich sein; hingegen ist' Yorausgesetzt| dass die Strombshn 
^1 ihrer Gestalt nach unTeränderlich sei Ausserdem isi 
vorausgesetzt; dass J und cTi constant sind. 

Die Formel (19.) kann auch so geschrieben werden : 
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(20.) S = P(J, ay) + F{J, vf) + FiJ, y a) + «"«'), 
oder auch so : 

(21.) S= P(J, «>') + P(J, yy")- P{J, «>•') - «'«"). 
Das erste und dritte Glied dieses Ausdrucks werden sich gegenseitig 
zerstören, sobald u y und d'y" zusammenfallen ; so dass also in diesem 

Falle die Formel sich reducirt auf : 

(22.) S - P (J, yy") - P (J, au"); 

in Worten ansgedrQckt: 

Ist die relatiTO Bewegung von (J, ay) in Bezug auf 
(Jj, Sj) eine in sich zurücklaufende, so berechne man die 
Potentiale von in Bezug auf die bei dieser Bewe- 

gung Ton u und y beschriebenen in sich zurficklaufenden 
OnrTen, dieselben durchflössen gedacht vom Stome J, 
Alsdann wird die Differenz dieser Potentiale diejenige 
ponderomotorische Arbeit vorstellen, welche {Jj ay) und 
\Jx,s^) während der genannten Bewegung auf einander 
ausfiben. 

Bringt man die S&tze (12.), (19.), (22.) in Verbinduug mit dem 
Satze (8.) des vorhergehenden so ergeben sich analage Sätze für 
die inducirten elektromotorischen Kräfte. Von diesen letztern 
sind einige bereits von meinem Vater aufgestellt worden 



*) F. It'empsnn: Die math. GeBetse der indaisirlen elektrinohen SirOmS 
(97. Octob. 1846); vergl. dsMlbat die drm letsten Seiten des §. 11. 
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Achter Abschnitt 

Die Theorie der unendlich kleinen Btröme und der 

sogenannten Solenoide. 

Bei dieaen Expositionen wird (lurdiwc«^ vorausgeBetzt werden, dass die Ent^ 
feenungen beträchtliche »ind, so dass also die im Ä m p e r c 'scheu Genets 

(pag.44} enthaltene Function ^ gleich 1^ gesetzt werden kann. 



|. 48« PrUlmliiarieB. — Die KegclMbiuig wmä die redndrte Kegel- 

Sflhang. ' 

In einer Ebene E befinde sich ein geschlossener elektrischer Strom 
J. Durch diesen zerfällt E in zwei Theile; 

E = A + ß, 

nämlich in einen innern Theil A; die sogenannte Stromflache, 
und in einen unendlich grossen äusseren Theil Q. — In irgend einem 
Puncte der Stromfläche A mag diejenige Normale n errichtet sein, 
welche positiv ist zur Richtung J (pag. 82); und gleichzeitig mag 
diejenige Seite der Fläche A, auf weichern hegt, die positiye Seite 
von A genannt werden. 

Bezeichnet p irgend einen Punct des Raumes, und K die Oeff- 
nnng des von p nach J gelegten Kegelmantels (d. i. denjenigen Theil 
einer mit dem Radius Eins um p beschriebenen Kugelfiäche, welcher 
innerhalb des Kegelmantels hegt), so wird offenbar diese Oeffnung K 
ihren grössten Werth 2» annehmen, wenn p in die Fläche A fallt, 
und ihren kleinsten Werth 0, sobald p in die Fläche Q zu liegen 
kömmt. 

Mit Bezug auf die später anzustellenden Erörterungen erscheint 
es zweckmässig, der Kegelofbung K einen gewissen Factor € beizu- 
gesellen*, welcher » + 1 — — 1 ist, jenachdem die Kegelspitze 
fi auf der positiven oder negativen Seite von A Dieser F^tor 
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£ mag der Situatiousfacior, und das so entstehende Product aK 
die reducirte K egel Öffnung genannt werden. 

Lässt man p auf beliebigem Wege fortsclireiten, so ändert sieh' 
die reducirte Kegel()t}"nuiig «K im Allgemeinen in stetiger Weise; je- 
doch tritt eine Ünstetigkeit ein (nämlich ein Uel)ors])ringen vom Werthe 
— 27C zum Werthe -\- 2n, oder umgekehrt), sobald p durch die Fläche 
A hindurchgeht. 

Fig. 13. 





Um uubesondere den Fall eines unendlich kleinen geeehloe«- 
senen Stromes naher ins Auge zu fessen, hedienen wir uns folgender 
Bezeichnungen : 

X die unendlich kleine Stromfläche; 
^)V>t irgend ein Pünct innerhalb X; 
fi^t ßy y ^^^ Richtungscosinus derjenigen auf il im Puncte 
^, rj, ^ errichteten Normale v, welche zur Stromrichtung 
positiv liegt*); 
X, y, z die Coordinaten der Kegelspitze; 
X die Oefihung des Kegels; 
EX die reducirte Kegel Öffnung; 
r==yix- S)2 + (y - 1^)^ -1- 



In der Ix istrhenden Figur, denke man sich den Punct 1,17, ^ hart am 

Rande der Fläche jedoch innerhalb derselben gelegen. Die Normale v wird 
alsdann diejenigo sein, welche ein im Strome Liegender und nach diesem inuem 
Punct 4> ^> ^ Hingehender markirt mit ausgestreckter Linken (vergl. pag. 82). 
Kanin a u n , die •lektriMhen Kfifte. 1.0 
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9 der Winkel zwischen der .Normale v (a, ß, y) und der Bich- 

Alsdann eigiebt sich sofort: 

(,.) 

Die Grösse x ist (oLenso wie auch A) üirer Bedeutung nach stets 
positiv; und der Factor (4: 1) ist daher so zu wählen, dass die 
rechte Seite der Formel positiv wird, also der Bedingongzu unter- 
werfen : 

(4: 1) cos 9 = pos. 

Mit anden^ Worten: Jener Factor ist = -j- ^ ^^^^^r = — 1, jenachdem 
der Winkel (p spitz oder stumpf, d. i. jenachdem die Kegelspitze 
Xf y, e auf der positiven oder negativen Seite von k liegt. Hier- 
aus aber folgt, dass jener Factor identisch ist mit dem vorhin deiinir- 
ten Situationsfactor £. — Somit geht die Formel (1.) über in 

(2.) X — ^5 

woraus durch Muitiplication mit b sich ergiebt: 

^ A cos « 

(3.) e« ^ • 

Hiefür kann geschrieben werden: 

(4.) 72 + r), 

Beachtet man endlieh, dass die Richtung a,ß,y mit v benannt wor- 
den ist, dass also a = |^,i3 = |^, y = |-?, so nimmt die Formel 
' dv *^ dv' ' dv' 

folgende Gestalt an : . 

(6.) ^«-A^; 

in Worten ausgedrückt: Die reducirte Kegelöffnnng ist gleich 

der Stromiläche, multiplicirt mit der Ableitung von 

f 

nach der positiven Normale der Stromfläche. 
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§• 44» Die pOBd^romotorlsche Einwirkung eines gleiehflirinigen gesclilog" 
seneu Stromes auf ein elmelnes Stromelemeut. Die Determinante des 

Stromes« 

Beschronken wir uns (wie solehes im gegenwartagen Absehnitt 
durchweg geschehen soll) auf den Fall beträchtlicher Entfernungen, 

so ist ^ = yr, (las Amp^re'sehe Gesetz also dargestellt dnreh die 
Formel: 

(6.) ' Jg — ^» JJ^ l>s Ds^ — , 

(vergl. pag. 45, 40). Sind mithin X, F, Z die Componenten derjenigen 
Kraft, welche ein gleichförmiger geschlossener elektrischer 
Strom {J\fS^) ausübt auf ein einzelnes Stromelement JDs, so wird 
die erste dieser Componenten den Werth haben: 

(7.) X = JJ, . £, [ds D«, , 

die Summation 2J^ ausgedehnt ül>er silmriitliche Elemente Ds^ des ge- 
schlossenen Stromes; dabei bezeichnen x, y, g und x^, yi, fs^ die Co- 
ordinaten von Dssund Dsj. 

Um der Formel (7.) eine bequemere Gestalt zu geben, mag zu- 
nächst erinnert sein an die bekannten iielatiouen (pag. 39) : 

dsdSi r ' 

X ' X • 

sodann mag der Quotient — — ■ sacGessiye nach s und differenzirt 
werden: 

d — x{\ 1 cx X — x^ dr 
d s\ r ) r d s r- d s ' 

(x — x\ 1 dr dx 1 dr dx^ 



(x — x\ 1 dr 



j_ 9 ^ — ^1 x—x^ d'^r 

die letzte dieser Formeln kann mit Rücksicht auf die Relationen (8.) 
auch so geschrieben werden: 



\\ r J ds dSi da r» r* 



Hier ist offenbar das erste Glied rechter Hand identisch nut ^ f ^ — ) 

\ds r J 
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Multiplicirt man daher auf beiden Seiten mit DsDs,^ und integrirt 
Ober alle D^j des gesdilosBenen Stromes, so eigiebt sich : 

1 



0 = £i 



a 

Ds Ds, V - P - — ^—ri-' + 



Addirt man aber diese Formel, naclideni sie zuvor mit A-JJ^ multi- 
plicirt worden ist, zur Formel (7.), so folgt: 



(8.) X^AWJ^ 
Nun ist offenbar : 



1 



cx^ r I r ?x r dy r vz 1 dx^ 

dSy ds \<)x vs öy öS öz dsJ ds^* 

m 

und folglich: 



J. 

wo Dit;, D?/, Dz und D r, , 1)?/^, D^;, die rechtwinkligen Projectionen 
von Ds und Ds^ vorsteilen. — Andererseits ist: 

Durch Addition der beiden lefasteu Foimdn folgt sofort : 



(9.) D«D«, 



6' 6\ d S 

WO et, ßf y die Bedeutungen haben: 

gl gl 

Durch Benutzung von (9.) gewinnt die zu berechnende Componente 
X (8.) folgendes Aussehen: 
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(11.) X = Ä^-JJ, [{Z, y) Dy - {Z^ ß)D0], 

oder falls man die Integrale Zi«, Z^ß, kurzweg mit B, f be- 
zeicJiueir, folgendes: 

X ^ J {r Dy — B Dg) ; ebenso wird : 
(12.) r« A-^JJ^iADe^rüx), 

Diese X, ¥, Z, in denen die Co«ffieienten A; B, T de- 
finirt sind durch die Formeln: 



9y 

1 . 1 



(13.) 



ral al \ 



dx dy 

rep räsentiren also die ('Omponenteir derjenigen poiidero- 
motorischen Kraft, welche ein a^leichförmiger geschlossener 
Strom , ^i) ausübt auf ein einzelnes Stromelemeni «7^ D& 
Ans (12.) folgt augenblicklich : 

XA + rs + ZT —0. 

Denkt man sich also eine von J Ds ausgehende Linie 'A constmirt^ 
deren senkrechte PTojectionen gleich A, B, T sind, so wird mit Be- 
zug auf diese Linie, die sogenannte Determinante , der Satz gelten: 

Die von einem gleichförmigen geschlossenen Strom 
auf ein einzelnes Stromelom ent ausgeübte Kraft steht 
s enk rech t gegen das Element selber, und andererseits auch 
senkrecht gegen diejenige Determinante A, welche jener 
Strom besitzt in Bezug auf den Ort*) des Elementes. 



§• 46. Fortsetning. Es wird feselgrt, dass die Ileteniiiuuite senkreeht 
steht gegen die lUehe eonstanter Keg eUMhiuig» 



Die erste der Formeln (13.) kann offenbar 




ist, u. s. w.) anch so geschrieben werden: 



*) Wie die Formeln (13.) zeigen, sind närblich A, B,r,A nur abhängig von den 
Coordinaten r, j/, z des Elementes D«, nämlich anabhängig von seiner Dich- 
tung Da;, Dy, Dz. 
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(16.) 



Bei der weiteren Bebandluiig dieser Formel wollen wir uns nun auf 
den Fall beschranken^ dass alle Piincte des Stromes (J^, s^) m der- 
selben Ebene liegen. Die Ton dem Strome begrenzte ebene Strom- 
flache Al mag zerlegt sein in lauter unendlich kleine Elemente A|. 
Alsdann kann jenes A (15.) dadurch erhalten werden, dass man das 
Integral der Reihe nach beredmet für die Peripherie eines jeden Ele- 
mentes und sodann air diese Elementar -Integrale zusammenaddirt) 
solche» mag angedeutet sein durch die Formeln: 

(16.) A = (2^0 , 



(17.) 



Das Elementiir- Integral 27;, kann nun sofort berechnet werden mit 
Hülfe eines früher (pag. 88, 89) aufgestellten Satzes j man tindet: 

Diese Formel , in welcher /3, , die Riclitungsco.sinus der auf A, 
oder (was dasselbe ist) auf A, errichteten positiven Normale vor- 
stellen, kann mit Rücksicht auf die bekannte Ilelation 

g2 jL ^-l i. g2 JL 
T T f ' 

auch so diEtfgestellt werden : 

(19.) ^.~+^^ + A + ^ r. . 

oder, mit Bficksicht auf die bekannten Belationen = |^ , = 



^^1 1. 



(20.) = 
oder endlich auch so : 



- + i G 
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(.21.) 

Hiefür aber kann mit Rückblick auf einen kürzlich gefundenen Satz 
(pag. 242) geschrieben werden : 

(22.) — '-fe?. 

WO alwfann £x die redncirte Oeffirang des yom Puncte x, y, 0 naeh 
der Peripherie Ton gelegten Kegels yorsteUi 
Durch Sühetitution Ton (22.) in (16.)* folgt : 

(23.) A — 

Sämmtliche Elemente ^, haben aber ein und denselben*) Situations- 
factor c in Bezug auf den gegebenen Punct y, z. Somit ist 

wo K die Oeffiiung des tron x^y^z nach der Peripherie Ton geleg- 
ten Kegels Toistelli Ans (23.) folgt denmaeh: 

A — — ^ ; nnd ebenso wird: 

dx ' 

^ ♦ _ a(fK) 

Denkt man sich also von irgend einem Pnnct x, e 
ans einen Kegelmantel gelegt nach einem geschlossenen 
ebenen Strom, nnd bezeichnet man die redncirte Oeffnnng 
dieses Kegelmantels mit cK, so werden die negativen par- 
tiellen Ableitungen von «K nach x, y, 0 die Componenten 
A, B, r derjenigen Determinante A darstellen, welche der 
Strom in Bezug auf jenen Punct besitzt. . 

Die Determinante A steht, wi^ sm (24.) folgt, 1 senkrecht gegen 
die durch den Punct x, y, e gehende Flache. 

fK = Const., 

d. L senkrecht gegen die durch sn,y,0 gehende Fläche constanter 



•) Denn nach der gemachten "Voraussetzung ist A, eine ehcne Fläche. Liegt 
also z. B. der Punct x,y , z auf der positiven Seite von Aj, so wird er gleich- 
zeitig auch aut der positiven Seite eines jeden sich befinden. Der Punct 
Xy z besitzt demnach in Bezug auf jedes Element Ii denselben Sitaations. 
factor wie in Bezog auf die £^UU}he Aj. 
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Kegelöffnung. Auch wird, wie ebenfalls aus (24.) folgt, die Deter- 
minante A immer diejenige Richtung besitzen , in welcher £K ab« 
nimmt. 



§• 46« Fortoetning. — C'ongtruetion dor lUchtuntir der Determiiuuite tSkr 

einten nnehdlich kleinen Strom. 

Es Bei XJi die Fläche des unendlich kleinen Stromes, «, die 
positive Normale derselben; ferner seien «i, ß^, yi die Bichtongsco- 
sinuB dieser Normale; femer mögen die relativen Coordinaten des 
betrachteten Punctes {x, y, g) in Bezog auf den Strom A| ff^, 0^) 
bezeichnet sein mit |, fi, so dass also 

(25.) 4«.a?-a;„ = J«ir-i(j; 

endlich sei A (A, B; f) die Determinante von A, in Bezug auf jenen 
Ponet « 
In diesem Fall redodrt sich die Formel (16.) auf : 

(26.) A = 2i, , 

wo nach (19.), den Werth hat: 

also mit Kücköicht auf (25.) auch so dargestellt werden kann : 



*>ä|V i=s )> 

_ _ ;i /«. ___ a(^.^ + /?.^ + y.S) |\ . 

t Vr» r/ 
Somit folgt aus (26.) sofort : 

A «.»■'•^at(«tH-/»,^ + y.{) . ,ben.u wird : 

(27.) B ^/■»•'-3i,(«,S^+/».i, + y.i)^ 

1 ^6 

Diese Foriueln lühreu in Betreff der Determinante A oder A, B, F 
zu folgender Constructiun : 

Man theilc die von dem unendlich kleinen Strom 
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nach dem gegebenen Punct P gebende Linie r in drei 
gleiche Theile, und lege durch den A, zunächst liegenden 
.Theilpnnct Q eine gegen r perpendiculare Ebene. Be- 
zeichnet JR denjenigen Punct, in welchem diese Ebene von 
der positiven Normale des Stromes getroffen wird, so 
wird jene Determinante A die Richtung FR (oder viel- 
leicht auch die entgegengesetzte Richtung BF) besitzen*). 




P 



Beweis. — Die Coordinaten des gegebenen Punctes Psind [vergl. 
(25.)]: 

I, ^; ^ 

folglich die Coordinaten des genannten Tlieilpunctes]^ö : 

ife, ifl. 

Zur Bestimmung der Coordinaten rfy ( des Punctes B ergeben 
sich daher die Gleichungen : 

(a.) a'-i^)^ + in - 1,) + (r - e«o, 

wo 9" einen unbekannten Factor vorstellt. 

Die Gleichung (a.) kann auch so geschrieben werden : 



*) Die Linie PB iii in der Figar nicht gezeichnet. 
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oder mit Eücksiokt auf (b.) auch- so : 

(d.) ^(a.S + ftij + yiÖ-ir«. 

Öubstitoirt man den hieraus für 9" sich ergehenden Werth in die erste 
der Formehl (b.) , so folgt : 



(e.) r 



oder falls man ^ auf beiden Seiten subtrahirt: 

Hieraus aber folgt mit Uiickblick auf (27.) sofort : 
(g.) A:B:r-6'-6:fl'-9:J'-«; 

INT» Z« Z* w« 



H* 47. IHc poiiderouiotorisehr Kin^virkiiii^ znisclion zwei unondllch kleinen 
Strömen » von denen jeder gescliloMsen oder gleiehförnüg ist« 

Die in Bede stehende gegenseitige Einwirkung ist yollstandig 
oharakterisirt durch daa Potential der beiden Ströme aufeinander. Be- 
zeichnet man die beiden letztem nach ihren StromflAchen mit Aj, 
und ihr Potential mit P(X, X^), so kann dieses P(A, Aj) in mannig- 
faltiger Weise dargesteUt werden. Zunachst/ist nach der ursprüng- 
lichen Definition (pag. 57) : 



— — J.« JJi . JJ2 



r 

D$ DS| E 



r 



1 • f. f 

Die letzte Formel gewinnt, falls man die Integrationen wirklich 
ausführt y folgende Gestaltung [yergl. (34.) pag. 92 und (35.) pag. 93]: 

(2«. B) P (i, A.) = 4V J, Xi, (^""' + -1 - 

^ A^JJ XX — ^^i) — ^ (w,^)_cos (n^, r) 

1 1 |f8 ' 

TTier bezeichnen X, A, die beiden unendlich kleinen Stromflächen, 
n, n^ ihre positiven Normalen; femer sind unter x] ij, z und a:, , t/, , 
die Coordinateu von X und A^^ unter n^ß^y und a^, die Bich- 
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tungscüsiniis von n und w, zu versttOi'Mi; cndlidi repräsentiren {^^ r) 
luid [n^, r) diejenigen Winkel, welche die Normalen n und w, bilden 
mit der Richtung r (Aj l). 

An diese beiden Darstelhmgen (2*^. A) und (2^. B) reilit sich 
schliesslich noch eine dritte Darstellung. Die letzte der Formeln (28. B) 
kann nämlich so geschrieben werden : 

1 



, P(X, X,) ^ JJ, 

oder mit Rücksicht auf einen kürzlich gefundenen Satz (pag. 242) 
auch so: 

(28.0) P(X, A,) - JJ, l . 

Hier reprasentirt ex die reducirte Oeffiiimg desjenigen Kegelmantels, 
welcher von irgend einem Punct der unendlich kleinen Fläche X hin- 
läuft nach der Peripherie yon X^, 

Sind an Stelle eines Stromes X^ mehrere solche Ströme A/, A/', . . . 
gegeben, alle von derselben Stromstarke «cT, , so wird nach (28. C) das 
Potential aller dieser Ströme zusammengenommen in Bezug auf X den 
Werth haben : 

(29.) P(A, A/+ • ") - Ä^' JJ, ^ ^ 

"WO ex, e" x\ , , , die ' reducirten ,Oeffnungen derjenigen Kegel vor- 
stellen, welche von einem Punct der Hache X hinlaufen respectiTe 
nach den Peripherien von A^', X(\ . . . Bilden nun diese Ströme 
X{y X^ \ .... in ihrer Gesammtheit einen einzigen geschlossenen ebe- 
nen Strom Aj, so wird / « » , mithin 

e'ie' + 8"%" -\ ««K, 

wo «K die reducirte Oelfnung desjenigen Kegels bezeichnet, Welcher 
hinläuft nach der Peripherie von A,. Somit ergiebt sich: 

(80.) P(l,A,)-A*JJ,i^^^-p; 
eine Formel""), welche zeigt, dass die Darstellungsweise (28. C) auch 



*) Beiläufig bemerkt, ergeben sich hieraus für das Potential zweier ebenen 
Ströme A, A,, deren jeder beliebige Dimensionen besitst, folgende beiden Dar- 
stellongen : 

Hier bezeichnen X, 1, die unendlidh kleinen Elemente von A, Aj, und n, «| die 
poRitiven Normalen derselben. Ferner reprilsentirt cK die reducirte KegelOfEnong 
von X nach A|, und «|K| dieijenige von Xi nach A. 
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dann noch anwendbar ist, wenn man d^ unendlich kleinen Strom 
A| ersetzt durch irgend welchen ebenen Strom A| von beliebigen 
Dimensionen und beliebiger Gestalt. 

§. 48. IhiB Holenoid und die sagebörigen Definitionen. 

Unter einem Solenoid veisteht man bekanntlich ein System un- 
endlich kleiner Stromringe, welche ausammengenommen eine röhren- 
förmige Flache bilden. Alle diese Ringe haben einerlei Stromstärke, 
und die aufeinanderfolgenden eine übereinstinunende Stromrichtang. 
Die Stromflachen der einzelnen Ringe stehen sammtlich senkrecht 
gegen die Axe der rdhrenförmigen Flache; und die Mittelpuncfte jener 
Stromflaohen folgen auf einander längs dieser Aze in gleichem, and 
zwar unendlich kleinem Abstände. — Ob die Ringe kreisförmig oder 
Ton complicirterer Gestalt sind, ob femer die Axe jener röhrenfÖrmi-^ 
gen Flache eine gerade oder krumme Linie ist, bleibt gleichgCQtig. 

Axe und Querschnitt des Solenoids. — Darunter sind die 
Axe und der Querschnitt der röhrenförmigen Fläche zu verstehen; so 
dass also z. B. der Querschnitt identisch ist mit der Stromfläche des 
einzelnen Ringes. 

Dichtigkeit des Solenoids. — So pflegt man diejenige An- 
zahl Ton Ringen zu nennen, welche sich . vorfindet auf der Längen- 
einheit der Axe. Bezeichnet man also-diese Dichtigkeit mit d, so wird 
d . V diejenige Zahl von Ringen vorstellen, welche sich vorfindet auf 
einem Segmente v der Solenoidaxc; ebenso wird ö . Dv diejenige An- 
zahl von Ringen sein, welche vorhanden ist auf einem äusserst kur- 
zen EltMueiit Dv jener Axe. 

Positive Richtung tier Solenoidaxe. — So pHegt man die- 
jenige Richtunff dieser Axe zu nennen ^ welche markirt wird durch die 
positiven Normalen der einzelnen Stromringe. Der in einem einzelnen 
Ringe Liegende und nach dem Mittelpunct dieses Ringes Hinsehende 
wird die positive Norniah' des Ringes, und gleichzeitig also auch die 
positive Richtung der Solenoidaxe andeuten mit ausgestreckter Linken. 

Negativer und positiver Pol. — Darunter sind die beiden 
Enclpuncte der Solenoidaxe zu verstehen, und zw^ar in der Weise, dass 
die positive Richtung dieser Axe hinläuft vom negativen zum posi- 
tiven Pol. 

Die Intensitäten der beiden Pole. — Vonden beiden Zahlen*) 
(—A\ld) und (+ ^ I A d) 



*) Ich werde die dem Soleuuid zugehörigen Grössen durchweg mit Grie 
ehiselijen Baehstaben, z, B. seine Stromstftrke mit I (JoU) beseiehnen« 
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mag die erstere die Intensität des negatiyen, letztere die Intensität des 
positiven Poles genannt werden. Dabei sollen I, l und d respeetive 
Stromstärke, Querschnitt und Dichtigkeit des Solenoids ▼orstellen, 
und 4 die positive Quadratwurzel aus der im Amper^schen Gesetz 
(pg. 243; enthaltenen Gonstanten AK 

Ist schlechtweg nur von einem Solenoidpol die Rede, so wird 
darunter ein Solenoid zu verstehen sein^ dessen anderer Pol iu uueii d- 
licher Ferne sich befindet. 

S* 49. Die ponderomotorische Einwirkung zweier Solenoide auf 

einander* 

Zur Bestimmung dieser Einwirkung l)edarf es offenbar nur der 
Berechnung des gegenseitigen Potentiales. 

Die (im Allgemeinen krummlinigen) Axen der gegebenen So- 
lenoide m9|ren angedeutet sein durch 

a (Dv) . . . . y, 

und durch 

«I — ß\ i^^x) — yti 

der Art, dass a, die negativen Pole, y, y, die positiven Pole, ß, 
zwei beliebige Puncto der beiden Axen, endlich Dv, Dv^ zwei re- 
spective von ß und ausgehende Elemente der beiden Axen vor- 
stellen. — Ferner seien I, I, die Stromstärken, A, die Querschnitte, 
und d, die Dichtigkeiten der beiden Solenoide; so dass also d Dv 
und lhf^ die Anzahl der respective auf Dt' und Di', vorhandenen 
Binge bezeichnen. 

Das Polential P zwischen zwei einzelnen respective bei ß und ß^ 
befindlichen Bingen l imd Aj ist darstellbar durch die Formel (pg. 2ö0.) 

— 

. (31.) P(A,A,)-ilMI,XA,-^ 

wo V, die positiven Normalen von A, d. i. die Richtungen von 

Dv, Di^, vorstellen, während r die Entfernung zwischen den Mittel- 
j)unkten ß, /3, der beiden Ringe bezeichnet. 

Um das Potential P l,Di/, l^^i) beiden Solen o i del emen te 
Dv und Dvj zu erhalten, hat man den Ausdruck (->1.) noch zu nuil- 
tipliciren mit den Zahlen der in diesen Elementen enthaltenen iünge, 
also zu multiplicireu mit d Dv und Dv^. »Somit erhält man: 

. (32.) P (D*, Dv,) - ^» 1 1, i i, ff j^- Dv D»,. 

Hieraus endlich ergiebt sich das Potential P(a y^) der Solenoide 
selber durch Integration; es wird also: 
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(33.) F {« r, «, ri) -{A\iä)(A I, A, tf.) i 1 { ~- Ov Ov, ) 
oder^ falls man die Integrationen wirklich ausführt: * 

(34.) PC« r, «. y.)-(^x i)(M,x, j+^^i^ ^-L-^). 

WO unter [y y^"] u. s. w. die gegenseitigen Entfernungen der betreffen- 
den Pole zu yerstehen sind. 

Durch Einführung der vier Pol-Tntensitäten (pg. 252) : 
(35.) ^ A = — -äl A tf, r^-f^lAd, 

A, Äi^iK r,^ + A\^i,d, 

gewinnt die Formel (M.) die einfachere Gestalt: • 

(36.) P(« y, + r^l + + rA; 

hiefür aber kann kürzer geschrieben werden: 

M M 

(37.) P (a y, y^ - 8 © 

indem man M als CoUectivbezeichnung für A, f, ebenso M, als Col- 
lectivbezeichnung für A|} fjy endlich r als Oollectivbezeichnung für 
die betreffenden Entfernungen in Anwendung bringt 

Sind also z. B. zwei starre Kor])er gegeben, von den en 
jeder in seinem Innern beliebig viele Solenoide enthält, 
so wird die gegenseitige ponderomotorische K i ii \v i r k u ii er 
zwischen diesen beiden Kör])ern von solcher Üesehaffeu- 
heit sein, als wäre zwischen je zwei Solenoidpolen M, M| 
ein Potential TT vorhanden von dem Werthe: 

(38.) n-.?^; 

oder (mit andern Worten) sie wird von solcher Heschal'fen- 
heit sein, als fände zwischen je zwei Polen M, M| eine re- 
pulsive jiraft statt von der Stärke: 

(39.) . _4r=iiy!i. 

Dabei sind unter M, Mi die Intensitäten der beiden Pole 
zu verstehen; unter r ihre gegenseitige Entfernung. 
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I* ftO. IHe ge^eiueltlge ponderonotorisehe Einwirkasg iwlsdieii einem 
Solenoid und einem fflelehfSrmfgen geeeUoBsenen Strom« 

Das gegebene Boleuoid sei, ebenso wie vorhin (pg. 253)^ ange- 
deutet durch 

a , . . ,ß (Dv) . . . . y, 

und dnrch I, l, 9. — l^er Einfachheit willen mag angenommen wer-' 
den, daes alle Puncto des gegebenen geaclilossenen Stromes in einer 
Ebene liegen; seine Starke sei und seine ebene StromflSche A,. 

DsA /Potential zwischen einem ainzehien bei ß gelegenen Solenoid- 
Ringe A und zwischen jenem Strom hat nach (30.) den Werth: 

(40.) 2'(i,^)-.äMI..A^, 

WO V die })ositive Normale von X, also die Richtung von Di-' bezeich- 
net ^ während s K die reducirte Kegelöfihuug von A nach A| vor- 
stellt. 

Um das Potential P (Dv, AJ des Solen oidelementes Dv auf 
zu erhalten, ist der Ausdruck (40.) noch zu multipliciren mit der An- 
zahl d Dv aller auf Di' befindlichen Ringe. Somit wird: 

(41.) P {Dv, AJ =^AiA I A d) \,' ^^Dv. 

Hierans ergiebt sich durch Int^pntion fttr das Potential P {a A J 
des ganzen Solenoides auf A| der Werth: 

(42.) P(«v,\)-A(Aixa)\^-i[^^^^hh), 

oder (was dasselbe ist): 

(43.) P(a ^,) = Ä{Ä\X ö) \, [{8 K)^- (6 K)^ ], • 

eine Formel, welche bei EinfQhrnng der beiden Pol-Intensiföten: 

(44.) A«=— ^Ud, r = + ^Ud 

auch so geschrieben werden kann: 

(46.) P(«y,A,)-^l,[ r(« K), +A (fK).], 

oder kflrzer auch so: 

(46.) P («y, A, ) ^ Ii- e (M. s K), 

wo alsdann M und £K als Collectivbezeichnungen anzusehen sind für 
A, r, und (£K)„,(fiK)y. 

Die gegenseitige pondero motorische Einwirkung . 
zwischen einem Solenoid und einem ebenen geschlossenen 
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ätrom l| ist also von solcher Beschaffenheit, als hätte 
jeder Solenoidpol auf diesen Strom ein Potential Yom 
Wert he: * 

(47.) ^ I, M. e K, 

wo M die Intensität des Poles, und £ K die roducirto Oeff- 
nung des von ihm nach dem Strome gelegten Kegelmantels 
bezeichnet. 

U«d)rigons sind die Formeln [A',>.) bis (47.) nur dann riclitig, wenn 
das Solt'iioid vull.stäiidiüf ausserhalb der Stromtläcbo A, lies^t. (loht 
nämlicli das Solenoid an irg»'nd einer Stolle diireh die Pläclie A, hin- 
durch, so erleidet die rediicirte Kegeli")iriiung e K, falls man di(> Spitze 
des Kegels liings des Soleiioids fortschreiten lüsst,« an jener Stelle eine 
sprungweise Veränderung von — 2 tt auf -}- 2 ;r, oder umgekehrt 
(vergl. i>g. -41 )j sn dass in diesem Fall der Üebergaug von Formel 
(42.) zu (43.) fehlerhaft sein würde. 

Geht, um den allgemeinsten Fall ins Auge zu fa.ssen, das ge- 
gebene t^olenoid ay im Ganzen (p -\- 2^') Male durch die Fläche 
hindurch, und zwar p Male in der Uichtung der positiven Normale 
von A,; p' Male in der entgegengesetzten Kichtung, so gelangt man 
durch Berechnung des in (42.) vorhandenen Integrals zu folgender 
Formel: 

(48.) P («y, AJ = (^ U d) I, [(. K)^- (£ K) (p^p) 4 
eine Formel^ welche für |>«jp' » 0 in die frfihere (43.) zartlckf&llt. 

§• U«' IHe ponderomotorlselte Einwlrkmig eines SolenoMs auf ein 

einseines Stromelement. | 

Das gegebene Solenoid sei wiederum (pg. 253) bezeichnet durch , 

a . . . , ß [Dv) . . . . y, 

und durch \, X, ä\ die Coordinaten von ß seien ij, — Andererseits 
besitze das gegebene' Stromelement JDa die Coordjmaten x, ff, a. 

Die Kraft X, Y, Z welche der bei ß {oder i, t^, t) gelegene So- 
lenoid-Bing A auf das Element JDs ausfibt^ stellt sich dar durch die | 
Formehl [vergl. (12.), pag. 245]: 

(49.) Z « ul« J I (r Dy/ — B Dz), i 

JI(AD<r— PDo;), 

die Grössen A, B, f repräsentiren hier die Determinante des Kinges X 
in Bezug auf den Punct y, gj und besitzen also die Werthe [vergl. 
(24.)pag.247]: 
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dx * 

' ' dz * 

wo fx die reducirtv Ot'tiimng des von z uach X gelegten Kegel- 

mantels vorstellt} demnach ist (pg. 242 j: 

8-1 

(51.) £ X — A — f 

wo r die Entfernung zwiBchen x, y, z und ly andererseits v die positive 
Nonnale von d; i. die Richtung von Dv vorstellt. 

Durch Substitution der Werthe (50.) in die erste der Formeln 
(49.) folgt: 

(52.) ;^^-^..,(?^D,-?^D.), 
also mit Bficksicht auf (51.): 



(53.) X^-A^JM ^^.^^^^ 3^ 

oder (was dasselbe ist): 

(64.). X A-J\x l «-^)i>y-(>/-y)i>^ . 

Multiplicirt man diesen Ausdruck mit der Anzahl 8 \)v der zum 
Solenoidelt.'ment Dv gehörigen Ringe, so erhält man die Compouente 
X (Di/^ D6) deij'enigen Wirkung, welche dieses Solenoidelement auf 
c/D« ausübt; es wird also: 

(55.) X cü., U.) = AJiA\).S) A tt-«)Dy-('»- j/) Dfu^. 

Endlich ergiebt sich durch Integration die Oomponente 2 (a Dö) 
der von dem ganzen Solenoid auf cTDs ausgeflbten Wirkung: 

(56.) - - AJiAUÖ) ')^» T^tJI^'^, 

luefOr mag geMdirieb«n werden: 

(57.) X(«y,D»)— Q<;' H- g^'» 

(68.) q'^' - - ^ J (- .t Ii » )((L- JÜll* - (■» - ß?.)^, 



K«maB»itn, dl« «IdrtriMiMa Kfiik*. 17 
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wo flio l)ci;^(_'l'ii<^ten liulices a, y aiuleiiteii sollen, tliivSS für i^, t, r 
(MH Mal die deui Pole «, das andere Mal die dem Pole y entsprechen- 
den W ertiie zu nehmen sind. 

Beachtet man, dass die Factoreu ( — A [Ad) und {A \ l Ö) 
iiichtü Andres sind als die Int-ensitiiten der beiden Pole, so führen die 
Formeln (f)?.), (ÖH.) zu folgendem Ergebniss. 

Die von einem Soienoid a y auf ein einzelnes Strom- 
elemeut JDs ausgeübte ponderomotorisch'e Wirkung kann 
als zusammengesetzt betrachtet werden aus zwei den bei- 
den Polten entsprechenden Kräften Q^"^ und Q^'K 

Ist Q irgend eine von diesen beiden Kräften, und sind 
(^^, Qjf, Q. die rechtwinkligen Gomponenten von Q, so gelten 

die Formeln: 



q ^ - AJ [A 



tß)\}x — {l—x)\}y 



r4 



Hier bozeiclinen |, )], t, die ('oordiuaten des betreffenden 
Poles, )• seine E ii t f e ni ini «i; vom Eleniento JDs, und M seine 
Intensität; andrerseits Ijezeichnen x, y, z und Dx , 1)//, \)z 
die ( oordinaten und rech t w inkl i i^en Projectionen von 
Die aus (59.) sich ergebenden Formeln 

^) + (1? ~ y) -f «Jß - ^) « 0, 

zeigen, dass die Kraft Q senkrecht steht gegen die Fläche (M,I)6) 
d. i. gegen die durch den Pol M und das Element Ds sich bestim- 
mende Dreieck fläche. 

Um die Piclitung der Kratt ihrem Sinne nach zu bestimnien,- 
mag zunächst diejenige Normale "N der DreieckÜäche (M, Ds) con- 
struirt werden, welche der im Stromeleinent JDs Liegende und nach 
M Hinsehende mit ausgestreckter Linken markirt. Die drei von a;, «er 
ausgehenden Richtungen : 

Ds (Dx-, Dij, Dx \ r — a;, — y, ^ — und N 

bilden alsdann ein Strahlen bundel von positivem Charakter (vrgl. 
den Satz, pag. 83); es ist also: 

(/?.) C%«r (Ds, r, iV^) im; 

und folglich: 
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Dx ^ — X eosü i 

Dj? J — cosW j 

wo unter co» 17, cos F, co« W die Riehl ungscosinus von N zu ver- 
stehen sind. Ausserdem gelten fOr diese Kichtuugscosinus die Re- 
lationen: 

(d.) — o:) cos V + ( — .'/ I cos V -\- (g— cos ir = 0, 

(£.) Da;, cos V -\- \)y, cos V + Dz. cos \V = 0, 

({.) eosW -\-eos'^V -\-co8^W ' 

Aus (ß,) und (£.) folgt sofort: 

XcosU^ it — g) Dtj - (>/ -if) Di, 
(»^.) A J' = (I - .r) Dj? — (g- jf i D./ , 

wo X noch unbekannt ist. Erhebt niun die Fonneln (i;.) zum Quadrat 
und addirt» so ergiebt sich mit Kücksicht auf ((;•) 

A«-I«-a?)«-f--][(Dx)» + .,)-[«* x)iyx + ...)•', 
^ — [r D»p — [r Ds . cos ( r, Dsif, 
[r Ds. sin (r, Ds)]-, 

folglich : 

Der Winkel (r^ D«) mag jederzeit so gerechnet werden, . dass er 
zwischen O^und 180* liegt, dass also sein Sinus positiv ist. Solches 
festgesetzt, kann der in (d.) enthaltene Factor (+ I) näher bestimmt 
werden. Substitnirt man nämlich die Werthe von cos U, eas 'V,eo8 W, 
in die Formel {y.^ so erhält man: 

und daher: 

(t.) X =2^08. 

Sodann aber folgt aus (ö-.) und (t.) sofort, dass jener Factor 1) 
den Werth (+ 1) hat. 

Somit ergeben sich aus und (^.) für cos c^ F, cos TF 
schliesslich die Werthe: 

cos u^^^~ -) - (V - y) • 

r Ds. sif» (r, Ds) ' 
^x.) cos y — r Ds. sm (r, Ds) ' 

r Ds. st» (r, D^ 
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Hieraus orsielit man, dass die Formeln (59.) in folgender Weise dar- 
gestellt werden können: 

, , . . t ^ T sin {r. Ds). tm ü 
(A.) (^^=^-^AtfM ~j > 

oder bei etwas aoiderer Anordnung auch so: 

^ . JDs, M. stn(r, Ds) rr 



9 



Ai^iJ^f-MiM cos W. 



Diese Formeln aber fahren sofort zu folgendem Resultat: 

Die von einem Sölenoidpol M auf ein einze Ines Strom- 
element JDs ausgeübte Kraft Q steht senkrecht gegen die 
durch den Pol und das Element sich bestimmende Dreiecks- 
t'lUche. Rechlit t man sie in derjeui^tu Richtunij;, welclie 
ein im Strom dement Liegender und nach dem J'ol Hin- 
sehender markirt mit ausgestrekter Linken, so wird ihre 
Stärke dargestellt sein durch: 



(60.) Q^^A '^2 



wof die Entfernung des Poles vom Stromelemente bezeich- 
net. — Ihr Angriffspunkt liegt im Stromelement* 

Diese Bemerkung über den Angrifilspunct dürfte, so selbstver- 
ständlich sie auch erscheinen mag, doch für die folgende Unter- 
suchung von einigem Gewicht sein. 

§• 52« Forisetinug. — Die woelis(>li»eitige puiidcruiiioturische Einwirkimtr 

xwittcbeu 8olcuuid und 8irouieleineiit« 

Es sei gegeben ein starrer Körper JT, in dessen Innerm beliebig 
viele, etwa N Solenoide enthalten sind, und irgendwo ausserhalb des 
Körpers ein Stromelement JDs, Es sollen diejenigen ponderomo- 
torischeu Wirkungen eldy. Us betrachtet werden, welche Körper und 
Stromelement wechselseitig auf einander ausflben. 

Diese Wirkungen sind in letzter Instanz auf Elementarwirkungen 
nach dem Amp^re'schen Gesetz zurfickzuführen, und mflsaen folglieh, 
ebenso wie jene Elementarwirknngen, in Einklang sein mit demPrincip 
der Action und Reaction. 

Um die Verhältnisse genauer darlegen zu können, seien «.und s* 
zwei einander unendlich nahe ponderable Massenpuncte, ersterer 
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augehörig dem Elemente «TD^f , letzterer *) dem starren Körper K, 
Femer sei ID<v irgend ein Stromelement**) der in dem Körper ent- 
haltenen Solenoide, und <r ein ponderabler Massenpunct dieses Ele- 
mentes; so dass aJso tf, ebenso wie s, dem starren Körper K an- 
gehört. 

Die gegenseitige Einwirining zwischen JJ^s und ID<r ist nach 
dem Amp^re'schen Gesetz dargestellt durch zwei diametral entgegen- 
gesetzte Kräfte^ welche also, gerechnet in einerlei Richtung, zu be- 
zeichnen sind mit P und — P, oder genauer mit 

(A.) P{.s) und — P((y), 

wo die in Parenthese beigefügten Buchstaben die Angrit't'spuncte 
andeuten sollen. Diese Kräfte (^A.).sind ersetzbar durch 

(B.) F{s) und -P(«')5 . 

denn die auf den starren Körper JT. einwirkende Kraft — P(tf) kann 
längs ihrer eigenen Linie (d. L längs <ss oder tf ^) beliebig weit, z. B. 
so weit verschoben werden, dass ihr Angrifispunct von tf nach s' ge- ' 
•langt; nach Ausführung dieser Yerschiebung wird sie aber zu bezeich- 
nen sein mit — ; P(5'). 

Nimmt man fttr I Dir der Reihe nach sammtliche Stromele- 
mente der gegebenen Solenoide^ so erhält man unendlich viele Paare 
(B.)y jedes bestehend aus zwei diametral entgegengesetzten, 
respective in a und a' angreifenden Kräften. Vereinigt man in diesen 
Paaren (B.) sammtliche P {ß) zu einer Resultante, andererseits sammt- 
liche — F{s) ebenfalls zu ihrer Resultanten, so werden diese resul- 
tirenden KrSIte offenbar wiederum diametral entgegengesetzt^ 
also mit i2 und — oder genauer mit 
(r.) R{s) und — JR(s') 

zu bezeiclmen sein. Diese Kräfte (f.) repnisentiren die gesuchten 
Gesammtwirkungeu , nämlich Ii i^s) diejenige des Körpers K auf das 

*j Wir können uns iiämhch bei der hier an/.UBtellenden Betrachtung die pon- 
derable Masse des starren Körpers nach allea Seiten hin b«Uebig weit ausge- 
ddiut denken, oder wir können nns diesen KOrper. etwa mit einem Arm versehen 
denken, welcher bis' sum Elemente JD s hinreicht; der Endpunet dieses Armes 

wurdo^ilsdann der von uns eingeführte Punct s' sein. 

Denkt man sich aber in solcher Weise Tien Punct s* hIh ileii Eudinuu.t einoh 
vont Körper ausgehenden Armes, so wird, ialis die relative Lage des Stroiuele- 
mentes JD« zum Körper sich ändert, der anzuwendende Arm in jedem Augen- 
blick ein anderer w&a. Denn es soll ja der Endpnnot 9 des Armes dem Element 
JDs [oder, was dasselbe* dem anf JDs festgesetsten Punct b ] beständig un- 
endlich nahe sein. 

**) Jedes Solenoid ist zerlegt zu denken in seine einzelnen Ringe und jeder 
Ring in seine einzelnen Elemente. Irgend eines dieser letztern ist alsdann mit 
IDff bezeichnet. ... 
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Stromelement JDs, und — B{8') diejenige deB Stromclementes auf 
den Körper. 

Die Kraft R{8) reprasentirt die Gesammtwirkung des Körpers 
anf das Element JDs, d. i. die Gesammtwirkung der in dem Korper 
enthaltenen N Solenoide auf dieses Element, und kann daher, ent- 
sprechend den 2 Polen der Solenoide, als znsanunengesetEt betrachtet 
werden aus 2N Kräften Q oder Q{8), jede senkrecht gegen die durch 
da» Element <^Dif und den betre£fenden Pol sich bestimmende Dreieck- 
fläche I Vergl. (59.), (()0.}.J 

Folglich kann die su li{8) diametral entgegengesetzte Krsfl — Il{s'), 
die Gesammtwirkung des Elementes JD« auf den Korper, als zusammen- 
gesetzt betrachtet werden aus den 2 2V entgegengesetzten Kräften — Q 
oder — Somit ergiebt sich der Satz: 

Sind im Innern eines starren Körpers K irgend welclie 
Solenoide ent Ii alten, so isi die «gegenseitige Einwirkung 
.'/wi seilen diesem K(")rper A' und einem gegebenen St rem - 
element J \hs von solclier H ese h a t'ten he i t , als wären zwi- 
schen jedem S d 1 e n <» i d }»<) 1 und dem Kiemente JDs zwei 
einander diametral entgegengesetzte Kräfte * 

(61.) und —Qis) 

vorhanden, erstere einwirkend auf einen Punct 8 des Strom- 
elements, letztere auf einen unendlich nahe an s gelegenen 
Punct s' des Körpers*}. 

Von diesen beiden Kräften, welche senkrecht stehen 
gegen die durch den Pol und das Element sich bestimmende 
Dreieckfläche, ist die erstere Q{8) in (59.) und (60.) näher 
besprochen wprden hinsichtlich ihrer Componenten, sowie 
hinsichtlich ihrer Stärke und ihres Sinnes. 

§. 53. ^ Fortset zunicr. — Die poiideroiiiotorisclie Arbeit zwischen Solenoid 
and Stromelement, Bemerkung aber die eleiitromotorlsehe J^nwirkOBg. 

Die unendiu li vielen Uewegungsarten , weh he ein gegebenes ma- 
terielles System anzunehmen im Stande ist, können iu zwei C^usseu 
getheilt werden: * * 



*) B&mmtUche Kräfte« welche das Stromelement «TDs auf den Körper aus- 
fibt, haben also ihren Angrifiipunet in «, d. i. unendlich nahe an jenem Ele- 
mente. Denkt man sich daher den Körper drehbar um eine gegebene Axe, so 
wird er unter der Einwirkung jene» (etwa fest aufgestellten) Elementes in Rahe 
bleiben, sobald die Axe durch s\ d. i. durch joncH I Irnu'nt gebt, hingegen in 
Bewegung geralfcen, wenn dia Axe eine andere Lage bat. 
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Erstens. Bewegungen, bei denen die relativen Verhält- 
nisse des Systems sich ändern« 
Zweitens. Bewegungen, bei denen die genannten Verhält- 
nisse eonstant bleiben*). s 
Bestehen die inneren Kräfte des Systems in letzter Instahz aus 
lauter Centraikräften**}, so ist keine Tendenz Torhanden zur Er- 
zeugung einer Bewegung zweiter Qlasse. In der That kann alsdann, 
falls das System zu Anfang in Ruhe ist und äussere Einwirkungen 
fehlen, eine Bewegung zweiter Classe niemals eintreten ; wird aber 
durch geeignete äussere Einwirkungen eine solche Bewegung zweiter 
Classe wirklich hervorgerufen, so ist die während derselben von jenen 
inneren Kräften verrichtete Arbeit gleich Null. 

Anders verhält es sich, wenn die innern Kräfte von der Natur 
der Ampe re'schen Kräfte***) sind; wovon wir uns leicht durch 
ein Beispiel überzeugen köpnen. 

Der im vorhergeheiiden <^ betrachtete Kör}»t'r K sei ein um seine 
eigene Axe dreliliarer ('\ linder. Im Innern dieses Ki")r[>ers sei nur ein 
einzi<jres Solenoid entlialteu, dessen Axe mit der Dreliungs- oder Cy- 
linder-Axe zusammenfällt, und dessen einzelne Ringe genau kreisförmig 
sind; so dass also Körper und Solenoid zusammengeiiümmeii völlig 
symmetrisch sind in Bezug auf die Urehungsaxe. 

Mit dieser Axe sei ausserdem durch irgend welche Arme ein. 
Stromelement JYYs verbunden, in solcher Weise, dass dasselbe (unab- 
hängig vom Körper K) um diese Axe beliebig gedrelit werden kann 

Aus dem Satze ('61.) ergiebt sich, dass alsdann der Körper A' auf 
das Element Da ein gewisses Drehungsmonient A, und umgekekrt 
J^Ds auf iC das entgegengesetzte Drehungsmon^nt — A ausübt. 

Die zwischen Element und Körper vorhandenen Kräfte besitzen 
also die Tendenz, diesen beiden Objecten entgegengesetzte Drehungen 

*) Besteht, um einige Heispiele anzugebeti, das Sy-stein aus nur /.wei Alasven- 
pmicten, so wird eine Btwegung zweiter Clause vorliaiuleu sein, falls drr eine 
im Kreide um den andern herunililiit't. Besteht lerner das System auy zwei st.u ilii 
Körpern A und B, von denen der letztere ein homogener Itatation^^körper ial, 
wird eine Bewegung zweiter Classe vorhandeo sein, sobald A ruht und B um 
seine geometrische Axe sich dreht». 

**) Unter einer Centraikraft verstehe väi eine Kraft, deren Stftrke nur 
von der Entfernung der betrachteten Elemente abhängt, und deren Kicbtung 

mit dieser Entfernuner zusamraenfilllt. 

**•) Die Kraft, wolclie nach dem Ampe re'schen (JcsL-tz, zwischen zwei 
elektrischen Stromelementen «tatttindet, luuif^t, ausser von der Kntfernuri^^ , auch 
noch von gewissen Winkelu ab, und besetzt also utcht mehr den Charakter 
einer Ceutralkraft 
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einzuprägen. Mit andern Worten: Sie besitzen eine Tendenz 
zur Hervorrufung einer Bewegung zweiter C lasse. 

Drehen sich Element und Körper während der Zeit dt um irgend 
welche Winkel, die, in einerlei Sinn gerechnet, = r/qp und = dtp' 
sind, so ist J^dtp diejenige Arbeit*), welche die zwischen den beiden 
Objecten vorhandenen Kräfte während jener Zeit auf das Element 
ausüben, andererseits — Adtp' diejenige, welche sie auf den Körper 
ausüben. Trotzdem also, dass die betrachtete Bewegung zur 
zweiten Classe gehört, werden dennoch wä hreud derselben 
von jenen Kräften gewisse Arbeiten verrichtet. 

Die vom Körper K auf das Element JDs ausgeübte Wirkung 
zerfallt, entsprechend den beiden Polen M und M| des Solenoids, in 
zwei Kräfte 

(62.) Ö and ^i, 

welche senkrecht stehen respective gegen die Ebenen (D«, M) und 
(Ds, M|). Desgleichen zerfallt das (schon erwähnte) vom Körper K 
auf JOs ausgeübte Drehungsmoment A ebenfalls in zwei Theile: 

(63.) A — * + d,. 

Um das dem Pole M entsprechende (^f und d näher zu bestimmen^ 
bedienen wir uns eines Axensystemes, dessen Anfaiigspunct in M liegt, 
und dessen rAxe mit der Solen<)i«liixe zusammen tlillt. Alsdann ergeben 
sich aus (50.) für die ' Componenten der Kraft die 

Werthe : 



(64.) %~AJVi ■ 

wo y, 8- und Dx, Dy, Dz die Coordinaten und Plrojectionen von 

Ds vorstellen^ während J^^M^ yM^ ist. 
Femer ergiebt sich: 
(66.) fi^xQ^-yQ^, 

oder falls man die Werthe (64.) substituirt; 

(r>6.) 



d = ^ JM ^ ~ ^^^^ ~^ ^ iyPz —zDy) 



/Dm eDr\ 



*) Man TeigL paff* 49. 
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hier bezeichnet & den Winkel^ xmÜst welchem die Linie r (M 9-^- D«) 
gegen 4ie gAxe, d. i. gegen die SoIenoidazQ geneigt ist, und D (cos 9) 
diejenige Aenderung, welche cos 4^ erfahrt, sobald man den Endpunct 
der Linie das Element Ds durchwandern lasst 

In analoger Weise kann offenbar berechnet werden, so dass 
, man also die Formeln erhSlt: 

(67.) S m^ÄJM .1) [cos »), 

= A J M,. D (^606 

• woraus mit Kücksicht auf (6o.) folgt: 

(68.)' A = ^ J[MD(cos^) + M, D(cos^,)] 

dabei ist zu bemerken^ dass M, = — M ist. 

Dieses A (68.) repräsentirt das vom Körper K auf das Element 
' Xy.s ausgeübte Drehungsmoment. Demgemäss wird das umgekehrt von 

auf K ausgeübte Drehungsmoment gleich — A sein. 

Drehen sich nun Ds und K während der Zeit dt n\\\ irgend 
welche Winkel und bezeichnet man diese Winkel, in demselben Sinne 
wie A gerechnet, respective mit dtp und dtp\ so repräsentirt A ^^qp die 
während der Zeit dt von K auf D.s ausgeübte Arbeit, und — £^d(p' 
di^enige, welche während dieser Zeit von Ds auf K ausgeübt wird ; 
so dass man also schreiben kann: 

(69.a.) dT^^ — + A t/y =^ J^M l>\coti ^j-f-M, D{cos^^}\ dtp, 

(69./3.) t/J^'« — Ad9'==— ^/[M D(^tüs^X+M|D(co6'dj)Jt/<jp'. • 

Nehmen wir an der Körper K und das in ihm enthal- 
tene Solenoid seien unendlich lang, so dass der Pol M| in 
unendlicher Ferne liegt, soreduciren sich die Formeln (69.«, jS) auf: 

(70. a ) dT^ = + ^JM. D (cos dtp, 

(70. ß) d T^— — AJtA.D {cos dtp', 

Formeln, welche sich beiläufig bemerkt noch einfacher gestalten lassen 
durch Einführung einer gewissen Kegelöffnung""). 

*) Die Formel (70. k) liaiui nämlich so dargestellt werden: 

K 
Da 

^±AJfA.d(o, 

wo dü) die Oeffnung desjenigen Kegel repräecntirt, welcher vom Pole M nach 
der vom Element JDs während der Zeit dt beHchriebenen Fläche hinläuit; denn 
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Nimmt man statt des Elementes JD« ein Stromsegment 
(Jy ac) von endliehBr Länge, welehes ebenfalls um die gegebene 
Axe in Rotation begriffen ist, so erhält man ans (70. utf ß) durch In- 
tegration die analogen Formeln: 

(71, -h ^ M (ajs cos ^'"0^9?, 

(71. ß) (IT AJ tA ( tos^''— <k)5Ö-^''0'¥, 

wo 9^"^ und d^^'^die Winkel der Strahlen Ma und Mc gegen dieDrehungs- 
axe vorstellen. 

Um die hier entwickelte Theorie, welche bekanntlich schon Ampere 
g^eben hat, experimentell zu verfolgen, bedient man sich gewisser 
Apparate*), bei denen entweder K oder ac in fester Aufstellung sich 
befindet. Im erstem Fall entsteht alsdann, - in Folge der elekiarody- 
flämischen Kräfte, eine rotirönde Bewegung Ton ac, im letstern eine 
im entgegengesetzten Sinn rotirende Bewegung des Körpers K. 

Bemerkung. — Aus {li.<x,ß) folgt durch Addition: 

(72.) dT^ -\-ilT'^-^'AJM (cos**"' cos fl-'^O {dtp - d<p'), 

wo dq) - (fq)' den relativen Drehungswinkel vorstellt", d. i. den- 
jenigen Winkel, um welchen das Segment ac dem Körper K während 
der Zeit dt voraneilt. Mit Hilfe dieser Formel (72.) kann nun, unter 
Anwendung eines früher gefundenen Satzes (pag. 235), sofort auch 
die Summe deijenigen elektromotorischen Kräfte angegeben wer- 
den, welche der Körper K während der Zeit dt im Segmente nc her- 
vorbringt. Denn das vom Körper K beherbergte Solenoid ist nichts 
Anderes als ein System constanter elektrischer Ströme; so dass also 
der Anwendung des citirten Satzes (pag. 235) kein Hindemiss ent^ 
gegensteht. Man gelangt in solcher Weise zur Erklärung der soge- 
nannten unipo laren Induction*"*). 



diese Oeft'nung hat die Gostiilt eines kleinen Pai-Hllelogramms, dessenBasis durch 
sin -0", (Itp, und dessen Hrdie durch DQ- rei'rii.sentirt ist. 

Das Vorzeichen + in dieser letzt<.*u Formel uUhur hehtiunnen zu wollen, 
wfirde unnöthige Hfihe sein. Denn wir werden sfAter [vgl. (7. a ), pag. 272.] 
aaf. anderem Wege zu allgemeineren FormeUi gelangen, die weh dem Vor- 
seichen nadi völlig bestimmt sind. ' 

♦) Auf derartige Apparate .ist bereite firUher (bei Bfisprechung der Helm- 
holtz'schen Theorie, pag. 78) hingewiesen worden. Man findet die Besch reibung 
dieser Apparate in WüUner's Experimentalphysik, Leipzig 1866, Bd. II, pag. 
1125 nud 1129. 

•*) Vergl. WfiUner's Expenineutalphysik Leip/ig. 1865. lid. 11, pag. 1262. 
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. f. &4. FoTtsetiuir« — Das Blot-SsTsrt'sehe fiesets« 

,,Befinden sich im Innern eines starren Körpers K irgend welche, 
.,etwa N Solehoide, so ist die gegenseitige Einwirkung zwischen die- 
.jSeni Körper und einem gegebenen Stroraelenient JDs von solcher 
,,Besehatfenheit, als wären zwischen jedem Solenoidpol M und dem 
„Elemente «/l)s zwei diametral entgegenj»fctzte [gegen die Ebene (Dä, M) 
„senkrecht stehende] Kräfte 

(73.) (^{s) und - Q(s') 

„vorhanden, erstere einwirkend auf einen Punct s des Elementes^ letztere 
„auf einen unendlich nahe an s gelegenen Punct 8' des Körpers." 

Dieser in (61.) gefundene Satz ist einer gewissen Umgestaltung 
tahig, Yon welcher hier die Rede sein soll. Zuvörderst sei bemerkt, 
dass für die Componenten Q^, Qp,Q^ und — Q^,— Q^,— V, jener 

Kräfte (73.) die Formeln gelten [vergl. (59.) ] 

(740 ■« = --^JM«-^i^^i^4f«_£Ly£, 

WO I, t], t die Cciordiuaten von M, andererseits .r, y, z die Coordinateu 
von Sy mithin auch diejenigen von s vorstellen. 

Die Gesammtheit der 2N Kräfte — Q{s\ oder (mit andern Wor- 
ten) die vom Elemente JDs auf den Körper» £ ausgeübte Wirkung, 
soll näher untersucht werden. Ohne dass in, dieser Wirkung eine Aen- 
deruug entsteht, kann jede Kraft — Q{s') sich selber parallel im In- 
nern des Körpers beliebig verlegt werden, yorau8gesetzt> dass man ein 
geeignetes Drehungsmoment hinzufügt 

So ist z. ß. die irgend einem specielleh Pole M entsprechende 
Kraft Qiß) aequiyalent mit den drei Kräften 

- «(*•), - «(M), + « (M), 
wo unter — Q(M) und -|- Q{tA) zwei einander entgegengesetzte, in 
M angreifende Kräfte zu verstehen sind, von denen die erstere mit 
— Q{s) von gleicher Richtung und Sförke sein soll. Mit andern Wor- 
ten: Es ist 

(75.) — Q(s') • aequivalent — Q{fA\ A, 

wo A das <hirch die beiden Kräfte — Qis), ausj^edrückte 
Drehungsmoment repräsentirt. Die reelitwiukligen Coniponenlen dieser 
beiden Kräfte sind respective ~ Q^-~ (^^ ■ Qj und -|- ^,,4* ^„,4- Vr» 

demgemass besitzen die rechtwinkligen Compouenten A^ A^, A^ des 
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Dm Riot-SaTarfiehe Oesete. 



Dreluin^stiioiiKMitcs A (oder vielmehr der geometrischen Charakteristik 
von A) folgende VVerthei 

C76.) « (C - ir) ~ 

Hieraus erhält man durch Substitution von (74.) snccessive 




wo die Charakteristik D den Componenteu Dx, Dy, Da des ^gegebenen 
Stromelementes entspricht; so dass also statt D auch geschrieben wer- 
den kann — i-^^* «Somit erhält man schliesslich: 
ds 

(77.) AJM.^^- 

• fis \ r / 

• 

Wird nun jede der 2N Kriifte - ^t^(^ ) »ach dem Schema (75.) 
behHudelt, SO wird die von JDs auf ilem Körper K ausgeübte 
Wirkung ausgedrückt sein durch 2Nui den einzelnen Po- 
len angreifende Kräfte — ^(M), und daneben durch 2N 
Drehungsmomente 

Gehört das Element Jüs einem geschlossenen gleichförmigen 
Strome an^ und soll die Wirkung dieses ganzen Stromes auf den 
Körper K ermittelt werdeni so sind die Momente A fortzulassen; denn 
die Ausdrücke (77.), integrürt Ober alle Elemente eines Solchen Stromes, 
geben Null. Somit haben wir folgenden Satz: 

Sind im Innern eines starren Körpers irgend welche 
Solenoide enthalten, und ist ausserhalb des Körpers ein 
gesehlomner gleiclif5riiiiger Strom gegeben, so wird die 
gegenseitige Einwirkung zwischen Strom und Körper von 
solcher Beschaffenheit sein, als wären zwischen jedem 
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Strom element JDs und jedem Solenoidpol M zwei Kräfte 
▼on gleicher Stärke und entgegengesetzter Richtung 
♦ (78.) Q(8) und - Q(M) 

vorhanden, erstere einwirkend auf einen Punct $ des Ele- 
mentes, letztere auf den Pol M. 

Von dielten beidenEräften, welche senkrecht stehen ge- 
gendie Ebene (M, Dsj, ist die erstere Q(s) diejenige, welche 
bereits in (59.) und (60.), hinsichtlich ihrer Componenten, 
ihrer Stärke und ihres Sinnes, näher besprochen wurde. 

Dieses Gesetz, nach welchem die zwischen Solenoidpol und .Stroni- 
element vorhandenen Kräfte nach zwei parallelen respective durch l'ol 
und Elenient gehenden Linien wirken i zusumniengenommen also ein 
sogenanntes Kräfte- Paar bilden), wird zu bezeichnen sein als ein 
scheinbares Gesetz, welches nur für den Fall eines geschlossenen 
gleichfijrniigeu Stromes mit dem wirklichen aequivalent ist. 
V^on diesem s c h e i n b a r e n Gesetz unterscheidet sich jenes wirk- > 
liehe in sehr beträchtlicher Weise 5 denn letzteres (61.) sagt aus, dass 
die genannten Kräfte beide nach ein und derselben Linie wirken, nach 
einer Linie, welche durch das Stromelement geht. 

Mit dem scheinbaren Gesetze (78.) steht in enger Ver})indung 
ein von Hiot und Savart erhaltenes Resultat*). Diese Physiker fol- 
gerten nämlich aus ihren exi)eriuientel]en Untersuchungen, dass das 
Element eines gleichförmigen geschlossenen Stromes auf einen Magnet- 
pol eine Kraft ausübe, welche in diesem Pole ihren Angriö'spunct hat, 
und überhaupt hinsichtlich ihrer Richtung und Stärke identisch sei 
mit der in (78.) besprocheneu Kraft — QiJA)' 

§• 66* Die Sätxe des Poteutiuls und der Ke^elöffniuiy für BOgMUUiiite 

uugeBcliluBseue Ströme* 

Ein starrer Körper K enthalte in seinem Innern ein System von 
Solenoiden, oder allgemeiner ein System von geschlossenen gleich- 
förmigen Strömen; und ausserhalb dieses Körpers belinde sich ein • 
biegsamer Drahtriug .v, durchtlossen von einem gleichförmigen 
Strome J. Sowohl K als auch seien begrilfen in beliebig gegebenen 
Bewegungen} es sollen diejenigen ponderoxuotorischen Arbeiten eidy. 
Ursprungs: 

dT^ und dT^ 



*) Man vergl. Ampere: Theorie dea Pheii. elektrody. Paris, 1826, pag. 149. 
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in Betracht gezogen werden, welche der Körper und ein gegebenes 
Segment ac des Stromringes $ während der Zeit dt auf einander 
ausüben. 

Die Summe beider Arbeiten ist leicht angebbar nach einem 
froheren Sat« (pag. 288), nämlich darstellbar durch ' 

(1.«) äT^+äT'^ = J.l^{K,dO. 

ihn den Sinn dieser Formel darlegen zu können, denke man sich einen 
mit A' starr verbundenen, nach allen Seiten beliebig weit ausgedehn- 
ten liaum (AT), welcher an der Bewegung jenes Körpers theil- 
nimmt. Alsdann bezciclinct <lf diejenige Fläche, welche das Segment 
ae wahrend der Zeit dt im Kaume {K) beschreibt. Diese Fläche 
df wird, weil jene Zeit unendlich klein ist, die Form eines unendlich 
schmalen Streifen besitzen, und zu beiden Seiten begrenzt sein Yon 
denjenigen Curven a^Cf^ u d a, c,, welche das Segment zu Anfang und 
zu Ende der Zeit dt im Räume (K) occupirt. Endlich bezeichnet 
P [K, df) das Potential der in K enthaltenen Ströme auf einen die 
Peripherie von df umlaufenden Strom von der Stärke Eins, d^een 
Richtung längs o^e^ übereinstimmt mit der Kichtung des gegebenen 
Stromes J, 

Ans der für die totale Arbeit geltenden Formel (1. er) könpen 
mit Leichtigkeit analoge Formeln dedudrt werden für die einselnen 
partiellen Arbeiten. 

Die partielle Arbeit (^2'^ ist nämlich identisch mit derjenigen 

' totalen Arbeit, welche stattgefunden haben würde, falls man den 
Körper K in der yon ihm zu Anfang der Zeit di occnpirten Lage ab- 
solut fizirt, das Segment ac hingegen seiner gegebenen Bewegung 
überlassen hätte. Die diesem fingirten Falle entsprechende totale Ar- 
beit ist aber naeh (1. a) gleich J, P (A, df), wo df wiederum die- 
jenige Fläche vorstellt, welche das Se^^ent ae während der Zeit dt 
im Räume {K) beschreibt, nur mit dem Unterschiede, dass jener Raum, 
ebenso wie der Körper selbst, gegenwärtig absolut fixirt zu denken ist. 
Somit ergiebt sich also: 

und in ähnlicher Weise erhält mau andererseits: 
0-y) d2^,^J.FiK,dr')^ 

In diesen Formeln {\,a, ß,y) haben alsdann df, dfy df" folgende 
Bedeutungen : ^ 
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df die Fläche, welche ac im Räume (K) während der Zeit in 
Wirklichkeit beschreibt; 

df die Flache, welche im Baume (K) während der Zeit dt be- 
schrieben haben wfirde, falls man [ohne in der Bewegung von 
ae eine Aenderung eintreten zn lassen] jenen Baum in der 
Yon ihm zu Anfang des Zeitelementes occupirten Lage absolut 
fixirt hatte; ^ 

df" die Flache, welche ac im Räume {K) während der Zeit be- 
schrieben haben würde, falls man [ohne in <ler Bewegung von 
K und {K) eine Aenderung eintreten zulassen] <las Segment 
in der von ihm zu Anfang der Zeit dt üccu|)icten Lage ab- 
solut lixirt hätte. 
Die Formeln (1. «, /3, y) gestalten sich anschaulicher, sobald wir 
annehnu'u. «hiss die innerhalb K befindlichen Strinne lauter Solenoide 
sind: denn alsdann können die Potentiale P {K,. d f) u. s. w., auf 
Grund eines früheren Satzes (pag, 255), durch gewisse KegelöÖhuugeu 
ausgedrückt werden. 

Nach jenem »Satze hat nämlich das Potential eines Solenoidpols 
M auf einen ebenen geschlossenen Strom von der Stärke Eins den 
Werth : 

(2.) ^M*K, 
wo A die Constante des Ampere' sehen Gesetzes, und fK die . re- 
ducirte Kegelöffnung des Poles M in Bezug auf den Strom vorstellt. 
— Ist der gegebene Strom nicht eben, so ergiebt sich fQr das in 
Bede stehende Potential der complicirtere Ausdruck: 

(3.) A M («' «' -f' «'V -I ), 

wo b' % y s" x", .... die reducirten Kegelötfnungen des Poles M in 
Bezug auf diejenigen unendlich kleinen Ströme A', X", .... vorstellen, 
in welche der gegebene Strom zerlegt werden kann. Der Bequemlich- 
keit willen werde der Ausdruck: 

(A.) t' H -\- €" x"-\ 

kurzweg die dem gegebenen Pol entsprechende reducirte Kegel- 
öffnung genannt. Mit andern Worten: 

(5.) Unter der reducirten Kegelöffcung eines 

Pols in. Bezug a.uf einen geschlossenen (ebenen oder nicht 
ebenen) Strom soll die Summe derjenigen reducirten Kegel- 
öffnungen verstanden werden, welche jener Pol besitzt 
in Bezug auf die den gegebenen Strom ersetzenden unend- 
lich kleinen Ströme. 

Bnthält also der Körper JT im Ganzen N Solenoide, so wird das 
in (1. a) vorhandene Potential darstellbar sein durch: 
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(6.) . P (A; df) = A. r (M. r/Q),, 

wo die Summe rechter Hand 2N Glieder umfasst; in jedem Gliede 
ist unter ilQ. die reducirte Kegelöifaung des betreffenden Poles M in 
Bezug auf die Stromtiäche df zu versteheii. Die Formeln (1. a, ß, y) 
erhalten hiedurch folgendes Aussehen: 

{1. a) d l'' + d T" = A J. 2.XM #(/ Q ), 

(7. ß) dT^^ ^AJ.£{t/[, dQ' ), 

(7.y) dl^^ÄJ,Z(IA.dQ:')y 

A 

wo dQf dQ'' dQ" die reducirten Kegelöffnungen des Poles M in Be^ug 
auf die StroniHilchen df, df, df" vorstellen. 

Bemerkung« — An die Formeln (1. a, ß, y) und (7. a, ß, y) 
sehliesen sich unmittelbar gewisse Erörterungen übör die elektro- 
motorischen Kräfte. 

Setzt man nämlich Toraus, dass die im Körper K enthaltenen ge- 
schlossenen Ströme nicht nur gleichförmig, sondern auch eonstant 
sind, so ist die Summe der von diesem Körper im Segmente ae wir- 
rend der Zeit dt inducirten elektromotorischen Kräfte, abgesehen vom 
entgegengesetzten Vorzeichen, gleich gross mit derjenigen ponderomo- 
toriachen Arbeit, welche K und ac während jener Zeit dt wechsel- 
seitig aufeinander aus;4eQbt haben würden, falls in ac ein Strom 
von der Stärke £ins vorhanden wäre (Satz, pag. 236). Bezeichnet man 
also jene Stimme von elektromotorisdien Kräften mit d^, ao ist: 

(8.) d@ — ■J.(rfT* + dr,). 

Hieraus folgt nach (1. a): 

(9.) de =- P(K,df), 

oder, falls die in £ enthaltenen Ströme lauter Solenoide sind, nach (7.a): 

(10.) de^- Ä, £{fA. dQ). 

Diese letztere Formel, angewendet auf den Fall eines einzigen So- 
lenoidpols, .würde lauten <f@» — ÄIA, dQ*y wobei wohl zu beachten, 
dass die Eegeld£fnung dQ auch dann einen gewissen Werth be- 
sitzen kann, wenn die relative Lage zwischen M und ae während der 
Zeit dt ungeändert bleibt Denkt man sich nämlich das Segment uu- • 
beweglich aufgestellt, und den Körper K, in welchen der Pol M ein- 
geschlossen ist, in Rotation versetzt, um eine durch M gehende Axe, 
so beschreibt ac in dem mit K verbundenem Räume (K) eine gewisse 
Fläche df und dieser entspricht eine gewisse Kegelöfihung dQ. 
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